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Primera parte. Ecuaciones elementales

En los ejercicios 1-9 se buscan todas las soluciones en 0 < x < 2m. Se trabaja en radianes; la circunferencia
goniométrica tiene radio 1. Los valores de seno y coseno son coordenadas, y la tangente es su cociente cuando
cosx # 0.

EJERCICIO 1 Video 00:22

1
cos:vzi, 0<x<2m.

Resolucién siguiendo la clase. Dibujamos una circunferencia goniométrica de radio 1, centrada en el origen. En
el primer cuadrante trazamos el radio que forma el angulo = y proyectamos su extremo sobre el eje horizontal. Se
forma un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa mide 1 y cuyo cateto adyacente a x mide 1/2. Por definicion,

cateto adyacente  1/2 1
cosx = y == __,
hipotenusa 1 2

Las longitudes de los lados tienen unidades; la razon entre ellas no tiene dimensiones. Todavia no hemos memorizado
el dngulo: vamos a deducirlo.

Reflejamos el tridngulo respecto al cateto de longitud 1/2, como si colocdsemos un espejo. Las dos hipotenusas
miden 1 y la base del tridngulo formado mide 1/2+41/2 = 1. Hemos construido un tridngulo equildtero: cada dngulo

mide 60°. Asi, en el primer cuadrante,
.

Pero el coseno también es positivo en el cuarto cuadrante. Alli se reproduce el mismo tridngulo y el &ngulo recorrido
desde el eje horizontal positivo es

o o o s 57
zo = 360° — 60° = 300 :27rf§:?.
™ 51
r=— 0 T =—
3 3

Comprobacidn: en los dos puntos de la circunferencia la coordenada horizontal es 1/2. El intervalo [0, 27) solo
contiene esos dos puntos.

EJERCICIO 2 Video 08:07

1
sinxzi, 0<x<2r.

Resolucién siguiendo la clase. Volvemos a dibujar la circunferencia de radio 1, pero ahora fijamos la altura 1/2
sobre el eje vertical. El tridngulo rectangulo del primer cuadrante tiene hipotenusa 1 y cateto opuesto al angulo x
de longitud 1/2. Por eso,
. cateto opuesto  1/2
sing = ——— = ——.
hipotenusa 1
Reflejamos ese triangulo, tal como hacemos en la pizarra, para completar un tridngulo equilatero. El angulo total
del vértice correspondiente mide 60°; la altura lo divide en dos angulos iguales. Nuestro angulo es, por tanto,
60° T
= =30°=—.
T 6

El seno es una altura positiva también en el segundo cuadrante. El segundo tridngulo se obtiene por simetria respecto
al eje vertical; como la semivuelta mide 180°,

5
x2=180°—30°=150°:w—%:%,
T 5
T=— 0 T=—
6 6

Comprobacidn: la coordenada vertical de ambos puntos es 1/2; en los otros cuadrantes es negativa.

EJERCICIO 3 Video 16:51

sinx =0, 0<z<2m.


https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=22
https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=487
https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=1011
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Resolucién siguiendo la clase. Dibujamos la circunferencia goniométrica y recordamos que el seno representa la
coordenada vertical del extremo del radio. También puede interpretarse como cateto opuesto dividido por hipotenusa,
mientras el tridngulo no esté degenerado. Al hacer que el dngulo se aproxime a 0°, ese cateto se hace cada vez més
pequeno y su longitud tiende a cero. En el punto (1,0),

z; =0, sin0 = 0.
Si seguimos girando hasta una semivuelta, el radio llega al punto (—1,0): nuevamente la altura es cero,
ro = 180° =T, sinm = 0.

Al dar una vuelta completa volverfamos al primer punto, pero 27 no pertenece al intervalo [0, 27).

’:r:zO o r=T

Comprobacion: son los dos cortes de la circunferencia con el eje horizontal.

EJERCICIO 4 Video 20:26

cosx =0, 0<zx<2r.

Resolucién siguiendo la clase. Dibujamos la circunferencia de radio 1 y un tridngulo rectangulo en el primer
cuadrante. El coseno es el cateto adyacente al angulo dividido por la hipotenusa; como esta mide 1, el valor del coseno
coincide con la abscisa del punto de la circunferencia. Al aumentar el angulo hasta 90°, la proyecciéon horizontal se

hace cero. Asi,
7r
1 = 90° = —.
2

Hay otra posicién con abscisa cero, debajo del origen, cuando completamos tres cuartos de vuelta:

3
2o = 270° = 7”

Tr =

i
2 2

Comprobacién: los puntos (0,1) y (0,—1) son los tinicos con coseno nulo en una vuelta.

EJERCICIO 5 Video 25:04

2cosx—\/§:0, 0<x<2r.

Resolucion siguiendo la clase. Primero despejamos el coseno mediante operaciones equivalentes:

2
2c087 —V2=0 < 2cosz =2 < cosac:g.

En la circunferencia de radio 1, dibujamos un tridngulo rectangulo cuyo cateto adyacente mide v/2/2. Por Pitégoras,

el otro cateto también mide v/2/2:
2

12 — @ — 1
2 2
Reflejamos el triangulo, como en la pizarra: se completa un cuadrado. Cada dngulo agudo del tridngulo inicial mide
45°; por tanto, la primera solucién es 1 = m/4.

El coseno es positivo asimismo en el cuarto cuadrante, donde encontramos el tridngulo reflejado por debajo del eje
horizontal:

o o o ™ s
To = 360° —45° = 315 :27T—Z:Z
l'_ﬁ (0] 1'_71

Comprobacién: en ambas posiciones 2 cosz — v/2 = 2(v/2/2) — V2 = 0.

EJERCICIO 6 Video 31:26

tan:c:\/g, 0<x<2m.


https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=1226
https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=1504
https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=1886

50 ECUACIONES TRIGONOMETRICAS MATEMATICAS CON JUAN

Resoluciéon siguiendo la clase. La tangente es el cociente entre el cateto opuesto y el adyacente, o equivalente-
mente entre seno y coseno (si cosz # 0). En el primer cuadrante tomamos un tridngulo rectangulo con hipotenusa
1, cateto adyacente 1/2 y opuesto v/3/2. La geometria del tridngulo equildtero nos permite reconocer el dngulo de

60°: 3
3/2
tan 60° = 7/ = \/3, 1 =
1/2
Buscamos la otra posicién en la circunferencia. En el tercer cuadrante tanto la coordenada horizontal como la
vertical son negativas; al dividirlas, la tangente vuelve a ser positiva. El dngulo es una semivuelta més 60°:

wlx

4
y = 180° +60° = 240° = 7 + ~ =~
3 3
=2 o g= am
3 3
Comprobacién: tan(r/3) = tan(47/3) = /3.
EJERCICIO 7 Video 36:11
2
Sinx:—g, 0<ax<2m.

Resolucién siguiendo la clase. Antes de estudiar el signo menos consideramos la ecuacién sinz = v/2/2. En
la circunferencia de radio 1, el tridngulo rectdangulo isésceles tiene catetos de longitud /2/2 y dngulo agudo de
45° = 7/4: esta es nuestra referencia geométrica.

Ahora el seno debe ser negativo. El cateto vertical se representa hacia abajo; por tanto buscamos los cuadrantes
tercero y cuarto. En el tercero, afiadimos 45° a una semivuelta:

o o o ™ 5T
x1 = 180° 4+ 45° = 225 :7T+Z=Z.
En el cuarto, restamos esos 45° de una vuelta completa:
o o o T 7w
o T
r=— 0 T =—
4 4
Comprobacién: los dos puntos tienen altura —v/2/2.
EJERCICIO 8 Video 42:54

1
cosar::—§7 0<z<2m.

Resolucién siguiendo la clase. Comenzamos recordando el triangulo del primer ejercicio, cuya hipotenusa mide
1 y cuyo cateto horizontal mide 1/2. El d&ngulo de referencia es 60° = /3, deducido mediante el reflejo que completa
un tridngulo equilatero.

Esta vez el coseno es —1/2: el punto debe quedar a la izquierda del eje vertical, porque la coordenada horizontal es
negativa. Fn el segundo cuadrante el angulo es

o o o T 27
En el tercer cuadrante, el mismo tridngulo queda por debajo del eje horizontal y obtenemos
4
7y = 180° +60° = 240° = 7 + = = —
3 3
27 47
r=— 0 T =—
3 3
Comprobacién: ambos puntos tienen abscisa —1/2.
EJERCICIO 9 Video 47:39

3
COS:C:?’ 0<x<2m.


https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=2171
https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=2574
https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=2859
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Resolucién siguiendo la clase. Dibujamos en el primer cuadrante un tridngulo rectangulo de hipotenusa 1 y
cateto horizontal v/3/2. Por Pitdgoras, el cateto vertical vale

Es la mitad de un tridngulo equilatero. El 4ngulo junto al cateto horizontal es 30°, asi que

7r
x, =30° = —.
! 6

Como el coseno es positivo en el cuarto cuadrante, colocamos alli el tridngulo simétrico. El dngulo desde el eje

positivo, medido en sentido antihorario, es

s 117
x2:360073oo:330022ﬂ'7627.
us 117
r=—- 0 T =—
6 6
Comprobacién: las abscisas de los dos puntos son /3 /2.
EJERCICIO 10 Video 52:07

tanx = —1, x en el cuarto cuadrante.

Resolucion siguiendo la clase. Lo primero es respetar la condicién especial del enunciado: solo se permiten
angulos del cuarto cuadrante. Recordamos que

Para que la tangente valga —1, el seno y el coseno deben tener el mismo valor absoluto y signos opuestos. Dibujamos el
triangulo rectangulo isésceles de hipotenusa 1: sus catetos miden v/2/2, y el dangulo agudo de referencia es 45° = /4.

En el cuarto cuadrante el cateto vertical es negativo y el horizontal positivo:

V2 V2 _—v2/2

sing = ———, cosxr = —, tan x

2 2 V2/2

El angulo buscado se obtiene restando 45° a una vuelta entera:

z = 360° — 45° = 315° = 27 — g

T

T

Comprobacidn: el valor satisface la ecuaciéon y pertenece al cuarto cuadrante. El dngulo de 135° también tiene
tangente —1, pero queda excluido por la restriccion del enunciado.

Borrador pedagdgico reconstruido siguiendo la explicacion oral, no una transcripcion literal de todos los gestos de la pizarra.
Conservar la numeracion y el minuto de inicio antes de incorporarlos a los 50.


https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=3127
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Soluciones generales: ejercicios 11-14

En los diez ejercicios de este bloque la incégnita puede ser cualquier niimero real, sin la restriccién 0 < z < 27 de los primeros
ejercicios. Siempre k € Z; k recoge vueltas tanto positivas como negativas.

EJERCICIO 11 Video 56:46

sinx = —.

2
Siguiendo la clase. Ya hemos deducido geométricamente el dngulo de 30°: dibujamos la circunferencia de radio 1, fijamos
la altura 1/2 y reflejamos el tridngulo rectdngulo para formar el equildtero. Su dngulo de 60° se divide en dos y obtenemos
/6.
om 1

sin & = 5.
Pero esta vez no estamos limitados a una vuelta. Al girar 360° = 27 en sentido antihorario o horario, el extremo del radio
regresa al mismo punto. Por ello la primera constelacion de soluciones es

Tk = % + 2kmw, k€Z.

En el segundo cuadrante el mismo cateto vertical es positivo y el dngulo es m — 7/6 = 57/6. Sumamos también cualquier
numero entero de vueltas:

Tok = %r + 2kmw, k€Z.

xz%—i—?kw o) .f:%-l-Qkﬂ', ke

Comprobacién: la periodicidad sin(x + 2k7) = sinz y la simetria sin(m — z) = sinx justifican ambas familias.

EJERCICIO 12 Video 1:02:45

cosT = f@.
2
Siguiendo la clase. Partimos del tridngulo rectdngulo isésceles obtenido al cortar un cuadrado por su diagonal. Con
hipotenusa 1, sus catetos miden v/2/2 y el 4ngulo de referencia es 45° = 7 /4. Dibujamos la circunferencia. El coseno es la

coordenada horizontal: para ser negativo debemos mirar a la mitad izquierda. En el segundo cuadrante:

™ 3
=T — — = —.
. 1”1
En el tercero, el cateto horizontal sigue siendo negativo y
T2 =T+ T= 5—7T
TN T

Como ensefias con las vueltas horarias y antihorarias, alrededor de cada angulo se generan infinitas soluciones sumando 2km.

w:?%r—l—QkTr o) .Z‘:%-I—Qk‘ﬂ', keZ

Comprobacién: los dos dngulos tienen abscisa —v/2 /2 y una vuelta completa no cambia el coseno.
EJERCICIO 13 Video 1:07:50

V3

sinx =

Siguiendo la clase. En la circunferencia de radio 1 se forma un tridngulo rectdngulo con cateto opuesto v/3/2 y adyacente
1/2. Por la construccién del equildtero reconocemos el dngulo de 60° = /3, pues

T_V3/2_ V3

3 1 2
La altura sigue siendo positiva en el segundo cuadrante, simétrico respecto al eje vertical. Alli el a&ngulo es

s 2w
T == —.

3 3

Para representar todos los giros en torno a cada una de estas dos posiciones, sumamos vueltas enteras 2km.

xz%—i—?kw o) $:2§+2kﬂ', ke

Comprobacién: en ambos puntos el seno es v/3/2 y se conserva al sumar 2k.


https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=3406
https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=3765
https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=4070
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EJERCICIO 14 Video 1:10:57

tanx = —\/g.

Siguiendo la clase. Primero representamos el tridngulo de 60°: cateto opuesto \/5/27 adyacente 1/2, hipotenusa 1. Su
cociente es v/3. Pero la tangente solicitada es negativa: seno y coseno deben tener signos contrarios. En el segundo cuadrante
sinz > 0y cosx < 0. El angulo es

2
xlzw—g:?ﬂ, tanz; = —V/3.
En el cuarto cuadrante sinz < 0y cosx >0, y
T b
w2=27r—§=?, tanxzz—\/g.

Como en el video, se pueden escribir dos ramas x1 + 2k7 y x2 4+ 2k7. Sin embargo, ambas posiciones se separan exactamente
por una semivuelta 7, y la tangente se repite tras cada semivuelta. Por ello podemos unirlas:

:zrz%r—i—k:m keZ

Comprobacién: tan(xz + ) = tanz; para k = 0 se obtiene 27/3 y para k = 1, 57/3.

Cambios de variable: ejercicios 15-20

En estos ejercicios el argumento no es simplemente x. Como en la clase, llamamos 6 al argumento completo, resolvemos
primero en 6 y finalmente despejamos x.

EJERCICIO 15 Video 1:16:44

V2

sin(2z) = B

Siguiendo la clase. Hacemos § = 2z, por lo que = 0/2. Inicialmente resolvemos sin@ = 1/2/2 en la circunferencia
goniométrica. El tridngulo rectangulo isésceles del primer cuadrante tiene catetos v/2/2 y dngulo 7/4. Por reflexién respecto
del eje vertical aparece la segunda posicién m — 7/4 = 3w /4. Afiadiendo vueltas completas en ambos sentidos:

01,1@:%4-2]671', 9271@:??%4-2/6#.

Ahora deshacemos el cambio, dividiendo toda cada igualdad entre 2:

Tik = g + km, Tok = ?%T + k.

Jizg-‘rkﬂ' o) wz%—i—kzﬂ, keZ

Comprobacién: al duplicar estos valores se recuperan los angulos 7/4 4+ 2k7 y 37 /4 + 2km.

EJERCICIO 16 Video 1:21:56

1
3r) = ——.
cos(3x) 3
Siguiendo la clase. Llamamos 6 = 3z. Buscamos primero cos = —1/2. El 4ngulo de referencia es 60° = 7/3, deducido del
tridngulo equildtero: hipotenusa 1 y proyeccién horizontal de médulo 1/2. Como el coseno debe ser negativo, el extremo del
radio estd en el segundo o tercer cuadrante:
T 27 T Az
91:”*5237 o=+ - = —.

w
w

Con las vueltas completas:

917k:2§+2]€ﬂ', 9271“:4%—}-2]671‘.

Volvemos a x: 3z = 0 y dividimos cada término entre tres:

- _2777 2km - 47+2k7r
LE= T =3 2k = 5
27 2kmw 4m  2km

50—34‘73 ) x—?"' 3 kelZ

Comprobacién: multiplicando por 3, el coseno vuelve a valer —1/2.


https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=4257
https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=4604
https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=4916
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EJERCICIO 17

Video 1:29:29

T
t = —1.
an(z)

Siguiendo la clase. Hacemos 6 = /2, para recuperar al final x = 20. Primero recuerdas la tangente positiva: tanf = 1

cuando los catetos son iguales, como en el tridngulo isésceles de 45° = 7 /4. Para que la tangente sea —1, las coordenadas
deben tener signos contrarios. En el segundo cuadrante obtenemos

T 3
h=r-g3="7
y en el cuarto,
T T
Separamos primero las dos ramas al anadir vueltas completas:
0—%+2k7r o 0—%—!—21%.

Como estas posiciones difieren en 7 y la tangente se repite tras una semivuelta, las reunimos:

0= ?%T + k.
Finalmente multiplicamos toda la igualdad por 2:

3

T

+ 2k, keZ

Comprobacién: tan(z/2) = tan(37/4 + kr) = —1. También puede escribirse x = —7/2 + 2km.
EJERCICIO 18 Video 1:38:16

™
in {2 — ] =0.
sm( :U+4)

Siguiendo la clase. Introducimos 6 = 2z + 7/4. En la circunferencia de radio 1, el seno es la coordenada vertical. Se hace
cero en el eje horizontal: § = 0y 0 = 7. Si damos vueltas completas alrededor de cada posicién tenemos las dos ramas

0=2kr o 0=mx+2km.

Al unir ambas, como haces al considerar medias vueltas, escribimos simplemente

0=kr, kel

Deshacemos el cambio sin saltarnos operaciones:

2x+2:k7r = 2x:k7rfz

4
— gfkm_7
T2 8"
T km
= 4 = keZ
rTECgt €

Comprobacién: sustituyendo en el argumento queda 2z + 7/4 = k7 y su seno vale cero.
EJERCICIO 19 Video 1:45:07
tan (2:5 — %) =/3.

Siguiendo la clase. Llamamos 6 = 2z — 7/6. En el primer cuadrante dibujamos el tridngulo rectdngulo de hipotenusa 1y
catetos v/3/2 (opuesto) y 1/2 (adyacente). Asi,

tan@:%:\/?j — 0 =

w|

La tangente también es positiva en el tercer cuadrante, donde ambos catetos tienen signo negativo:

4
92:7T+E:i

3 3
Cada posicién admite vueltas enteras. Las dos ramas resultantes difieren en 7 y se retiinen mediante medias vueltas:

™

0 3—|—k7r, keZ.


https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=5369
https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=5896
https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=6307
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Recuperamos x sumando primero 7/6 y dividiendo después entre 2:

_T T_T
2x = 3+k:7r+ = 2+k:7r,

X

iy

2

, keZ

Comprobacién: el argumento equivale a 7/3 + k7 y su tangente vale V3.

EJERCICIO 20 Video 1:55:33

CO8S (3$ 6)

Siguiendo la resolucién oral. Llamamos 6 = 3z — /6 y resolvemos cos § = 1. El coseno mide la coordenada horizontal del
punto de la circunferencia de radio 1. Esa coordenada es exactamente 1 al estar en (1, 0), correspondiente a § = 0. Repetimos
la posicién dando tantas vueltas enteras como queramos, horarias o antihorarias:

0 = 2km, k € Z.

Ahora despejamos con cuidado:
33;7%:2% = 3z =2kr+—

6
— g Zkm 7
3 18"
T 2km
=L 427 zZ
T 18+ 3 ke

Comprobacién: 3z — /6 = 2k7; por tanto, su coseno es 1.

Ecuaciones con argumentos y restricciones: ejercicios 21-30

Todos los ejercicios se resuelven con 0 < = < 27. La transformacién del intervalo es fundamental para contar todas las
soluciones sin anadir otras que estén fuera.

EJERCICIO 21 Video 2:00:26

. 1
sin(2z) = 5
Resolucién siguiendo el video. Hacemos 6§ = 2x. La condicién 0 < z < 27 se transforma en 0 < 6 < 4mx: ahora recorremos
dos vueltas. Sobre la circunferencia de radio 1, el seno representa la altura. Una altura de 1/2 determina el tridngulo de
angulo de referencia 30° = /6, deducido mediante la construccién del tridngulo equildtero. Por simetria respecto del eje

vertical también sirve m — m/6 = 57/6. Sumamos una vuelta completa a cada dngulo, sin alcanzar 4r:

e {75 Lo 1rm)
6’6" 6 6 '

Volvemos a z dividiendo cada valor de 6 entre 2.

e{ﬂ' 57 13w 177‘(‘}
127127 127 12

Comprobacién: todas las soluciones indicadas estdn en [0, 27) y, al sustituirlas en el argumento, se obtienen los dngulos de
la circunferencia identificados en el desarrollo.

EJERCICIO 22 Video 2:08:59

2

cos(2x) = —%.
Resolucién siguiendo el video. Sea 0 = 2x; por tanto 0 < 0 < 4x. Construimos un tridngulo rectangulo isésceles de
hipotenusa 1: cada cateto tiene médulo v/2/2, asf que el dngulo de referencia es 7/4. El coseno es negativo en los cuadrantes
IT y III, donde obtenemos m — w/4 = 3w /4 y w + w/4 = 57 /4. Puesto que 0 puede recorrer dos vueltas, anadimos 27 a cada

uno, comprobando que siguen dentro del intervalo:

e {3n, 3n lin 167
4747 4 4 '


https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=6933
https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=7226
https://youtu.be/pre3vgYjzPs?t=7739
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Finalmente z = 6/2.

e [ o ix Lir)
88" 87 8

Comprobacién: todas las soluciones indicadas estan en [0, 27) y, al sustituirlas en el argumento, se obtienen los dngulos de
la circunferencia identificados en el desarrollo.

EJERCICIO 23 Video 2:16:33

tan(2z) = 1.

Resolucién siguiendo el video. Introducimos 6 = 2z, con 0 < § < 4x. La tangente es el cociente cateto opuesto / cateto
adyacente. Si los catetos tienen igual médulo, el dngulo de referencia es w/4. La tangente es positiva en I y III: /4 y 57 /4.
En una segunda vuelta aparecen 97/4 y 137 /4. La circunferencia permite visualizar que todas estas posiciones estdn dentro
de [0,47) y que no hay més. Dividimos cada solucién de 6 entre dos.

G{Eﬁg’ili’i}
TE18" 87878

Comprobacién: todas las soluciones indicadas estdn en [0, 27) y, al sustituirlas en el argumento, se obtienen los dngulos de
la circunferencia identificados en el desarrollo.

EJERCICIO 24 Video 2:22:55

sin(3z) = 0.

Resolucién siguiendo el video. Llamamos # = 3z. El intervalo original 0 < z < 27 se convierte en 0 < 6 < 67: son tres
vueltas. En la circunferencia goniométrica, el seno es la coordenada vertical; vale cero en los extremos del didmetro horizontal,
con angulos 0 y 7. Tras sumar vueltas completas a ambas posiciones y ordenar obtenemos:

0 € {0, 7, 2w, 3, 4m, 5}

El d4ngulo 67 no se incluye porque es extremo abierto. Deshacemos el cambio dividiendo por 3.

mG{OEQ—WﬂZL—WS—W}
’3737’373

Comprobacién: todas las soluciones indicadas estan en [0, 27) y, al sustituirlas en el argumento, se obtienen los dngulos de
la circunferencia identificados en el desarrollo.

EJERCICIO 25 Video 2:27:52
1
3x) = —.
cos(3x) 3

Resolucién siguiendo el video. Sea 6 = 3z; entonces 0 < 6 < 67. En el tridngulo rectangulo de hipotenusa 1, el

cateto adyacente de longitud 1/2 determina mediante el equildtero el dngulo /3. El coseno también es positivo en el cuarto
cuadrante, en 27 — /3 = 57 /3. Como podemos dar tres vueltas, afiadimos sucesivamente 27 a cada una de las dos posiciones,

quedandonos con seis angulos:
pe (7,7 Tr Mir x 1im

{Eﬁﬁﬂili’iﬁ}
TS99 99 "9 g

Comprobacién: todas las soluciones indicadas estdn en [0, 27) y, al sustituirlas en el argumento, se obtienen los dngulos de
la circunferencia identificados en el desarrollo.

EJERCICIO 26 Video 2:35:30

T
t — =1
an ()

Resolucién siguiendo el video. Ahora 6 = z/2, de modo que 0 < 6 < m: solo media vuelta. En la circunferencia, la
tangente vale uno cuando seno y coseno son iguales; construimos el tridngulo rectdngulo isésceles y obtenemos 6 = 7/4. El
siguiente dngulo con tangente uno seria 57/4, pero no pertenece a [0, 7). Deshacemos el cambio mediante z = 26.

€Tr =

T
2

Comprobacién: todas las soluciones indicadas estan en [0, 27) y, al sustituirlas en el argumento, se obtienen los dngulos de
la circunferencia identificados en el desarrollo.
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EJERCICIO 27 Video 2:38:14

. ™\ 1

sin (1: + g) =35

Resolucién siguiendo el video. Hacemos 8 = = + 7/6. Como 0 < x < 2m, hay que trasladar también el intervalo:

m/6 < 6 < 137/6. El seno vale 1/2 en 7w /6 y 57/6, como se deduce del tridngulo de 30° y su reflejo en el segundo cuadrante.

Afiadir 27 a cualquiera de esos dngulos excede el extremo superior, salvo el extremo 137 /6, que precisamente queda excluido.
Por eso las tnicas posibilidades son § = /6, 57/6. Despejamos x = 6 — w/6: el primer valor da 0 y el segundo 47 /6.

27

Comprobacién: todas las soluciones indicadas estdn en [0, 27) y, al sustituirlas en el argumento, se obtienen los dngulos de
la circunferencia identificados en el desarrollo.

EJERCICIO 28 Video 2:43:50

T
cos (x— Z) = 0.

Resolucién siguiendo el video. Ponemos 6§ = x — w/4. Al transformar los extremos queda —m/4 < 6 < 7w /4; el intervalo
no empieza en cero. El coseno, coordenada horizontal, se anula en la parte superior e inferior de la circunferencia: 6 = 7/2 y
3w /2. Las vueltas adicionales salen del intervalo. Regresamos a la incégnita original sumando 7/4 a ambos dngulos.

47 4

Comprobacién: todas las soluciones indicadas estdn en [0, 27) y, al sustituirlas en el argumento, se obtienen los dngulos de
la circunferencia identificados en el desarrollo.

EJERCICIO 29 Video 2:49:26

s
in(2x——-)=0.
sin (20~ )

Resolucién siguiendo el video. Definimos 6 = 2z — /3. La restriccién sobre z se convierte en —m/3 < 6 < 117/3. El seno
vale cero sobre el eje horizontal, en § = 0 y 7; anadiendo vueltas completas mientras permanezcamos dentro del intervalo
obtenemos 6 = 0, , 27, 37w. Los valores —7 y 47 quedan fuera. Ahora 2z = 6 + 7/3, as{ que z = 0/2 + 7 /6. Sustituimos los
cuatro dngulos, sin omitir la suma de fracciones.

xe{z%ﬁfﬂ}
63763

Comprobacién: todas las soluciones indicadas estan en [0, 27) y, al sustituirlas en el argumento, se obtienen los dngulos de
la circunferencia identificados en el desarrollo.

EJERCICIO 30 Video 2:56:56

~ 3 _ __1
COb( £U+2)—

Resolucién siguiendo el video. Sea § = 3z + 7/2. Para 0 < x < 27 se cumple /2 < 6 < 137w /2. El coseno, proyeccién
horizontal sobre la circunferencia de radio 1, vale —1 en el punto (—1,0), cuyo primer dngulo positivo es § = 7. Dando vueltas
completas hallamos 37 y 5m; 77 sobrepasa el intervalo. Asi, 6 € {m, 3w, 57}. Deshacemos el cambio: 3z = 6 — 7/2 y por ello

x=0/3—m/6.
e{z 57 31}
6’6 2

Comprobacién: todas las soluciones indicadas estan en [0, 27) y, al sustituirlas en el argumento, se obtienen los dngulos de
la circunferencia identificados en el desarrollo.

Identidades trigonométricas y factorizaciéon: ejercicios 3140

En cada ejercicio se mantiene la restriccién indicada en la clase: cuando no se fija un intervalo, k € Z; cuando se exige
0 < x < 27, seleccionamos solo las soluciones de esa vuelta.

EJERCICIO 31 Video 3:02:51

2sinxcosx = 0.
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Meétodo de la clase. Primero dividimos ambos miembros entre dos; se obtiene sin x cosx = 0. Recordamos que un producto
es cero si, al menos, uno de sus factores es cero. Hay que resolver por separado sinz = 0 y cosz = 0. La primera se cumple
en el didmetro horizontal de la circunferencia, en 0 y 7 y sus repeticiones: x = km. La segunda se cumple en los extremos del
didmetro vertical, w/2 y 37/2, y sus repeticiones: = m/2 + km. Al intercalar ambas familias obtenemos una separacién de
media vuelta de un cuarto de giro, es decir /2.

oot
i

Comprobacién. Si k es par, el seno es cero; si es impar, el coseno es cero. Por ello el producto se anula siempre.

keZ

EJERCICIO 32 Video 3:09:31

sin(2z) = sinz, 0<z<2m.
Método de la clase. Escribimos primero la identidad del 4ngulo doble sin(2z) = 2sin z cos z y sustituimos en la ecuacién.
Pasamos todo al primer miembro y sacamos factor comtn, exactamente como en la pizarra:

2sinzcosz —sinz =0 <= sinz(2cosz — 1) = 0.

Separamos los dos casos. Para sinz = 0, en la vuelta indicada, encontramos £ = 0 o x = 7 (no incluimos 2w). Para
2cosx — 1 = 0 tenemos cosx = 1/2. En la circunferencia, mediante el 4ngulo notable de 60°, el coseno positivo corresponde

al primer y cuarto cuadrantes: 7/3 y 57/3.
m o
0. — -
ve { 373 }

Comprobaciéon. En los dos primeros casos de la factorizacién se anula uno u otro factor, por lo que todos los valores
satisfacen la igualdad inicial.

EJERCICIO 33 Video 3:16:10

. 1
coszzrfsm%c:i, 0<z <27

Método de la clase. Reconocemos, antes de intentar despejar, la identidad cos®z — sin® z = cos(2z). Asf se reduce la
ecuacién a cos(2z) = 1/2. Introducimos 6 = 2z; el intervalo pasa a ser 0 < 6 < 4. El coseno de un éngulo vale 1/2 en 7/3 y
57 /3 durante la primera vuelta. Como 6 recorre dos vueltas, afiadimos 27 a cada posicién:

o (5,5 I 1um)
3’3737 3 '
Deshacemos el cambio dividiendo entre dos cada valor.

ve o T iy
6’6 6 6

Comprobacién. Duplicar cada solucién da un dngulo cuyo coseno es 1/2; por tanto se verifica la identidad usada.

EJERCICIO 34 Video 3:21:45

251n2ac—sin:r:07 0<z<2m.

Método de la clase. Sacamos factor comin el seno: sinz(2sinz — 1) = 0. De nuevo, un producto nulo conduce a dos
ecuaciones. La primera, sinz = 0, produce 0 y 7 dentro del intervalo. La segunda, 2sinz — 1 = 0, equivale a sinz = 1/2.
La altura 1/2 en la circunferencia determina por el tridngulo equildtero el angulo de 30° = 7 /6. Por simetria respecto al eje
vertical también sirve m — 7 /6 = 57 /6.
Ly
r €40, =, —, 7r}
{53

Comprobacién. Cada solucién hace que uno de los factores sinx o 2sinxz — 1 sea cero.

EJERCICIO 35 Video 3:25:55

2(:os2x—3cos:c+1:0, 0<a<2m.

Meétodo de la clase. En lugar de manipular dngulos desde el principio, hacemos ¢ = cosz. Obtenemos la ecuacién de
segundo grado ordinaria 2t> — 3t + 1 = 0. Calculamos:

:B:f:\/9f8:3:|:1 f1 o t—

¢ 1
4 4 2

Deshacemos el cambio: cosz = 1 sucede en z = 0 de la vuelta considerada; cosz = 1/2 sucede en los cuadrantes primero y
cuarto, en 7/3 y 57/3. No sumamos vueltas completas porque 27 estd excluido.

Yy
xe{“§*§}
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Comprobacién. Para cosz = 1 se obtiene 2 — 3+ 1 = 0; para cosx = 1/2, 2(1/4) —3/2+1=0.
EJERCICIO 36 Video 3:30:35

tanzm—3:0, 0<a<2m.

Método de la clase. Despejamos primero tan’z = 3; por ello tanz = v/3 o tanz = —/3. El 4ngulo de referencia /3 se
deduce del tridngulo rectangulo con catetos de médulos 1/2 y \/§/2, cuya razén es v/3. La tangente es positiva en I y III, de
modo que aparecen 7/3 y 4w /3. Es negativa en II y IV, lo que da 27/3 y 57/3. En todos esos dngulos el coseno no es cero,

asi que la tangente existe.
{7r 27 4w 57r}
TE T, o o

3737373

Comprobacién. En cada solucién tanz = 4++/3 y por tanto tan®z = 3.

EJERCICIO 37 Video 3:36:27

2sin’x — 5sinx +2 =0.
Método de la clase. Ahora no se restringe z a una sola vuelta. Hacemos ¢t = sinz y resolvemos 2t? — 5t + 2 = 0 mediante
la féormula cuadratica:
V25 —1 1
t:5:|: 5 6:5:|:3 = t=2o0t=—.
4 4 2

La igualdad sinz = 2 es imposible, pues —1 < sinz < 1. Queda sinxz = 1/2, cuyos dngulos base son 7/6 y 57 /6. Las vueltas
completas en ambos sentidos generan las dos familias de soluciones, con k entero.

x:g+2k7r o x:%”Jr%w, keZ

Comprobacién. Sustituyendo sinxz = 1/2, queda 2/4 —5/2+2 = 0.

EJERCICIO 38 Video 3:41:51

2cos’ z + 3sinz = 0.

Método de la clase. Recordamos la identidad fundamental cos? x 4 sin® z = 1, que permite escribir cos®> z = 1 —sin® z. Al
sustituir:
2(1 —sin®z) 4 3sinz = 0 <= 2sin’z — 3sinz — 2 = 0.

Tomamos ¢ = sinx. Se obtiene 2t> — 3t — 2 = 0, cuyas soluciones son ¢ = (3 £ 5)/4, esto es 2 y —1/2. La primera no es
admisible para un seno. En la circunferencia, la altura —1/2 se obtiene en los cuadrantes tercero y cuarto, en 77/6 y 117 /6.
Afiadimos vueltas completas.

x:%r—l—ka o) ZE:HTTF-F?]CTF, ke

Comprobacién. Con sinz = —1/2, cos> z = 3/4 y 2(3/4) + 3(~1/2) = 0.

EJERCICIO 39 Video 3:49:24

1—cosz 1
sin z

Método de la clase. La fraccién original requiere sinz # 0. Reconocemos la identidad de dngulo mitad tan(z/2) =

(1 — cosz)/sinz dentro de su dominio de validez. As{ la ecuacién es tan(xz/2) = 1. Introducimos § = x/2. Los tridngulos

rectangulos isésceles justifican que la tangente es uno para 0 = 7/4 y, como tiene periodo 7, para 6 = w/4+ k7. Recuperamos

T = 26:

x:g+2k7r, ke

Comprobacién. En esas posiciones cosz = 0 y sinxz = 1, de modo que la fraccién original vale 1 y su denominador no se
anula.

EJERCICIO 40 Video 3:55:01

sinx
14cosz
Método de la clase. Aqui debe cumplirse 1+ cosx # 0. En el video se reconoce que esta fraccion y la del ejercicio anterior
representan la misma funcién tan(x/2) siempre que estén definidas. De hecho,

sinz 1—cosz sinz(l—cosz) 1—-cosx

1+cosx 1—cosz 1—cos?2zx sin x
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cuando los denominadores son distintos de cero. Por ello seguimos exactamente el argumento del ejercicio 39: tan(z/2) = 1,
asf que /2 = w/4 + km y despejamos z.

x:g+2k7r, kel

Comprobacién. En cada valor sinz = 1, cosz = 0 y la fraccién inicial es 1/(1 + 0) = 1.

Identidades y problemas finales: ejercicios 41-50

La transcripcién se ha cotejado con la numeracién revisada: el ejercicio 47 empieza en 4:35:07. Siempre que no hay intervalo
indicado, k € Z.

EJERCICIO 41 Video 3:59:30

V3

1
TSinx—&— icosmz 1.

Método de la clase. Reconocemos la suma del seno de dos dngulos: sin(a-+b) = sin a cos b-+cos a sin b. Como cos(m/6) = /3/2
y sin(mw/6) = 1/2, el primer miembro se puede reescribir como

. ™ LT . g
smxcosg—&—cosxsmg:sm m—i—g .

Introducimos 6 = z + 7/6: sinf = 1. En la circunferencia goniométrica el seno es 1 en el extremo superior, § = w/2. Dando
vueltas completas en ambos sentidos, § = m/2 + 2kw. Deshacemos el cambio:

.Z‘:g-‘erﬂ'—%:%-f—Qkﬂ'.
T = % +2kn, k€eZ
Comprobacién. sin(z + 7/6) = sin(w/2 + 2km) = 1.
EJERCICIO 42 Video 4:02:49

sinz + cosz = V2.
Método de la clase. Dividimos ambos miembros entre v/2; obtenemos sin x/v/2 4 cosz/+/2 = 1. Usamos que sin(r/4) =
cos(m/4) = v/2/2 = 1//2. Ast:
sin z cos — —|—cos:rs'nz =1 <= sin (m—|— z) =1
' 4 a T 1) =~

Ponemos 0 = = + 7/4. El valor sin = 1 aparece en el punto superior de la circunferencia: § = 7/2 + 2kx. Restamos 7/4 en
ambos miembros:

T
R
T=5-7 + 2k
T = % +2km, keZ
Comprobacién. sin(w/4) 4 cos(r/4) = /2.
EJERCICIO 43 Video 4:09:24

V3cosz —sinz = 1.
Método de la clase. Para aplicar la identidad cos(a + b) = cosacosb — sin asin b, dividimos toda la igualdad entre dos:

V3

cos L si L

-— — —sinz = =.

S

Como cos(m/6) = v/3/2 y sin(n/6) = 1/2, la expresién se convierte en cos(z + 7/6) = 1/2. Llamamos = z + 7/6. En
la circunferencia, el cateto adyacente vale 1/2 y la hipotenusa vale 1. El tridngulo de referencia da m/3; el coseno positivo
aparece en el primero y el cuarto cuadrantes:

9:§+2k7r o 9:5%—&—2]@77.
Restamos 7/6:
x:%—i—QkTr o :czgg—i—ZkTr.

x:%+2mox:3§+2m, keZ
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Comprobacién. Ambos valores producen cos(z + 7/6) = 1/2.

EJERCICIO 44

Video 4:17:20
sin(2x) + cos(2x) = 0.

Método de la clase. Buscamos escribir la ecuacién con una tangente. En una solucién, cos(2z) no puede ser cero: si lo
fuera, sin(2z) = 1 y la suma no serfa cero. Dividimos legitimamente entre cos(2z):

sin(2x)
1= 2z) = -1
cos(22) + 0 < tan(2z)

El 4ngulo de referencia es 7/4, deducido del tridngulo isdsceles de catetos iguales. La tangente negativa se encuentra en los
cuadrantes I1 y 1V, y tiene perfodo 7; escribimos de manera compacta 2z = 37w /4 + kn. Dividimos entre dos:

Comprobacién. Si 2z = 37 /4 + km, el seno y el coseno son opuestos y su suma es cero.
EJERCICIO 45

Video 4:25:04
sinz + sin(2z) = 0.

Método de la clase. Utilizamos la identidad sin(2z) = 2sinz cosz y agrupamos con factor comin:
sinz 4+ 2sinzcosz =0 <= sinz(1l + 2cosz) = 0.

Cada uno permite anadir vueltas completas:

Un producto se anula si uno de sus factores se anula. Primer caso: sinz = 0 = = = kxr. Segundo caso: 1 + 2cosz = 0 =
cosz = —1/2. El tridngulo de referencia da 7/3 y, como el coseno es negativo en II y III, los dngulos base son 27 /3 y 4x/3.

x:kwox:%+2kﬂoz:4—ﬁ+2kw,

keZ
Comprobacién. Cada familia hace nulo uno de los dos factores.

EJERCICIO 46

Video 4:31:25
cos(3z) = cosz.

Método de la clase. Recordamos la simetria de la funcién coseno: cos A = cos B cuando A = B + 2km 0 A = —B + 2km.
Aplicamos ambas posibilidades a A = 3z, B = x:

3x =x+ 2km = 22 = 2kn = x

=k,
km
3r=—x+2kr =>4 =2kn=>x=—.

2
La primera familia ya estd comprendida en la segunda (corresponde a los indices pares). Por ello:

Comprobacién. Si z = kr/2, entonces 3z = x + km; en las posiciones dadas, ambos cosenos coinciden (son 0 o +1).
EJERCICIO 47

Video 4:35:07

tanz 4 tan(2z) = 0, 0<z<2m.

Meétodo de la clase. Se trata de la ecuacién que has confirmado mediante la imagen de la pizarra. Es indispensable que
cosz # 0y cos(2z) # 0. Utilizamos la identidad de la tangente doble:

2
tan(2z) = tan z

1—tan?z’
Hacemos t = tanz y sustituimos; como 1 — 2 # 0 dentro del dominio:

2t
1—1¢2

t+

=0 <= t(1-t)4+2t=0 < t(3—1t*) =0.

Asi, t =0,t = V3 0t = —+/3. En la circunferencia goniométrica: tanx =0en 0y 7; tanx = V3 en /3y 471'/3; tanz = —/3
en 27 /3 y 57 /3. Todas quedan dentro del intervalo indicado y cumplen el dominio.

mG{OZQ—WﬂgEﬂ}
’373”3’3
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Comprobacién. Las tres posibilidades ¢ = 0, £+/3 hacen cero (3 — t?) y no anulan 1 — ¢*.

EJERCICIO 48 Video 4:44:29

tanz = sinx.

Meétodo de la clase. Primero escribimos la tangente como cociente y explicitamos cosx # 0:

! _ 1) =0.
cos

Por el producto nulo: sinz =0 0 1/cosxz — 1 = 0. La primera da z = k7 mediante medias vueltas desde el punto de partida
de la circunferencia. La segunda equivale, multiplicando por cosx # 0, a cosz = 1 y produce x = 2k7, que ya estd incluido

sinx

=sinx <= sinx (
cosx

en r = k.
r=kr, k€EZ

Comprobacidén. Si x = km, el seno es cero y el coseno 1, por lo que ambas expresiones existen y valen cero.
EJERCICIO 49 Video 4:50:23

sin(4x) _1
cos (37” + 233) o

Método de la clase. Empezamos exigiendo que el denominador sea distinto de cero. Por la identidad de suma, cos(37/2 +
2z) = sin(2x); por tanto sin(2z) # 0. Utilizamos el seno del dngulo doble:

sin(4x) = 2sin(2x) cos(2x).

Al sustituir y simplificar el factor sin(2z), permitido por la condicién anterior, queda 2cos(2z) = 1 o cos(2z) = 1/2. Con
0 = 2x los dngulos base son 7/3 y 57/3:

2x:g+2k7r o 2x:5§+2k7r.

Dividimos entre dos y verificamos que el seno de 2z no se anula:

CIZ’Z%—F/{:WOJJ:%-F]{J?T, keZ

Comprobacién. Para esas familias, 2 cos(2z) = 1 y sin(2z) = £v/3/2 # 0.

EJERCICIO 50 Video 4:57:45

r—Yy= %7
0< x,y < 2.
{sinx+siny =/3, =0y

Método de la clase. Despejamos x = y + 7/3 en la primera ecuacién y lo introducimos en la segunda:
. T .
sin (y+ g) +siny = V3.

Aplicamos la identidad de suma de senos, tal como se explica en la pizarra:

A+ B A-B
——— cos

sin A + sin B = 2sin 5

Con A =y+7/3y B =y obtenemos

T ™
2sin (y + = | cos — = V/3.
sm(y 6)(:056 V3

Dado que cos(7/6) = 1/3/2, simplificamos: sin(y+7/6) = 1. La circunferencia da y+7 /6 = 7/2+2km, de donde y = 7/3+2k.
Por las restricciones de la primera vuelta y x — y = 7/3, solo sirve y = 7/3, © = 27/3.

o= (5:5)

Comprobacién. z —y = 7/3 y sin(27/3) + sin(n/3) = V/3/2 +/3/2 = /3.
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