50 ECUACIONES
IRRACIONALES

DESDE CERO
MATEMATICAS CON JUAN

Enunciados, condiciones de existencia y resoluciones paso a paso.

Edicién didactica - 50 ejercicios resueltos

Video completo de la clase

https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q

Ecuaciones irracionales: condiciones de existencia En las raices de indice par, el radicando
debe ser no negativo. En las de indice impar se admiten radicandos negativos. Elevar al cuadrado puede
introducir soluciones extranas; por eso es necesario comprobar los candidatos.

Indice de bloques
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2.

Radicales del mismo indice en ambos miembros (1-6).
Definicion de raiz y simplificacion (7-18).

Ecuaciones algebraicas al eliminar radicales (19-25).
Comprobacion de soluciones extranas (26-32).

Ecuaciones con dos radicales (33-34).

Cambios de variable y factorizacion (35-39).

Radicales anidados, potencias y expresiones racionales (40-46).

Retos finales (47-50).


https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q
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Radicales del mismo indice en ambos miembros

I Ejercicio 1 01:36

N

Resolucién paso a paso.
Como las raices cuadradas son iguales, z = 9. Comprobacion: v/9 = V9.

I Ejercicio 2 02:30

ViT3=A

Resolucién paso a paso.
x4+ 3 =7, por tanto = 4. Se comprueba: V7 = V.

I Ejercicio 3 03:46

2V2zx — 1=z +5
Resolucion paso a paso.

1
Para que existan ambas raices, x > 3 Al cuadrar: 4(2z — 1) =x + 5, luego 8x —4 =z +5y Tx = 9.

] 9 : L
Asi, x = - que satisface la ecuacién original.

I Ejercicio 4 09:11

Vr+5=v2
Resolucién paso a paso.
Al tener igual indice impar, x + 5 = 2. Asi, x = —3; se cumple la igualdad.

I Ejercicio 5 11:28

\3/ 23;—3 \3/7

Resolucion paso a paso.

53
Multiplicamos por 2 y elevamos al cubo: 2z — 3 = 8(—7) = —56. Por tanto 2x = =53 y « = -5 Al

. . . 3
sustituir, ambos miembros valen v/ —7.


https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=96s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=150s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=226s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=551s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=688s
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I Ejercicio 6

\/ 1 _\/l’—5
x—1 Va—-7

Resolucion paso a paso.

Exigimos que ambas fracciones estén definidas y sean no negativas. Igualamos radicandos: =

16:16
r—5
x—1 z-T

Multiplicando en cruz, x — 7 = (z — 1)(x — 5); por tanto > — 7z 4+ 12 = 0 = (z — 3)(x — 4). Ambas
soluciones, x = 3 y = 4, cumplen las condiciones y verifican la igualdad original.

Definicién de raiz y simplificacion

I Ejercicio 7
V=5

Resolucion paso a paso.
Elevamos al cuadrado: x = 25. Se comprueba v25 = 5.

I Ejercicio 8

Va=-3

Resoluciéon paso a paso.

Elevamos al cubo: z = (—3)% = —27. Comprobacion: v/—27 = —3.

I Ejercicio 9

Resolucién paso a paso.
2
s =4. Asi x4+ 2 =12 y = = 10; es valida.

Cuadrando:

I Ejercicio 10

VE =508

Resolucién paso a paso.

25:38

27:52

28:56

30:37

Simplificamos v/50 = 5v/2 y v/8 = 2v/2. Entonces vz = 3v2 y z = (3v/2)? = 18.


https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=976s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=1538s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=1672s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=1736s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=1837s
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I Ejercicio 11 37:26

VI 4v8 =118

Resolucién paso a paso.
Simplificamos V8 = 2v2 y V18 = 3v/2. Entonces vz = V2, por lo que z = 2. Comprobacion:
V2 +2v2 =3V2.

I Ejercicio 12 42:10

V3zr+1=4

Resolucién paso a paso.
3z + 1 = 16 implica 3x = 15, luego x = 5. Comprobaciéon: v16 = 4.

I Ejercicio 13 43:38

Vo2 —1=3

Resolucién paso a paso.
22 —1 = 3% = 27. Por tanto 2z = 28 y = = 14.

I Ejercicio 14 45:05

Vr—1=2

Resolucién paso a paso.
z—1=2*=16, de donde z = 17. La raiz cuarta principal de 16 es 2.

I Ejercicio 15 46:25

20 — 1
=1
V z+3

Resolucion paso a paso.

2z — 1
Igualamos el radicando a 1: x+ 3 = 1, con x # —3. Entonces 2x — 1 = x + 3, asi que x = 4; valida.
x
I Ejercicio 16 49:54
24
T _5
T —2

Resolucién paso a paso.
El denominador exige x > 2. Factorizamos z* — 4 = (z — 2)(z + 2) y, como z > 2, simplificamos:

V525
Ve +2=5. Asi, x4+ 2 = 25, luego x = 23. Comprobacion: =25 =05.
V21



https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=2246s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=2530s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=2618s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=2705s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=2785s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=2994s
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I Ejercicio 17 54:52

[ ad—-27 .
24+3x+9
Resolucién paso a paso.

3 27
Como 2% + 349 = (z+ 5)2 + > 0 para todo z, podemos factorizar z> — 27 = (x — 3)(x> 4 32+ 9)

y simplificar el radicando a x — 3. Se exige x > 3. La ecuacion queda vax —3 =5, luegox —3 =25y
x = 28. Al sustituir en la ecuacién original se obtiene V25 = 5.

I Ejercicio 18 1:00:54

/T —2
S
x+1

2
= —8, con x # —1. Se obtiene x — 2 = —8x — 8, luego 9x = -6y x = —3

Resolucion paso a paso.

-2
Elevamos al cubo: x
r+1

Ecuaciones algebraicas al eliminar radicales

I Ejercicio 19 1:04:06

vVr+b=z-1

Resolucién paso a paso.
Como el miembro derecho debe ser no negativo, x > 1. Al cuadrar: z + 5 = (z — 1)2, por lo que
22 -3z —4=0= (z —4)(x +1). Descartamos —1; solucion = = 4, pues V9 =3 =4 — 1.

I Ejercicio 20 1:09:43

vz +3==zx

Resolucion paso a paso.
Debe cumplirse # > 0. Al cuadrar, 2z + 3 = 22, es decir, (z — 3)(z + 1) = 0. —1 no sirve; z = 3 si,
pues V9 = 3.

I Ejercicio 21 1:16:57

Viz+9=z+1

Resolucion paso a paso.
El miembro derecho exige = 4+ 1 > 0. Al cuadrar: 22 +9 = (z + 1)? = 22 + 2z + 1. Resulta 2z = 8,
luego z =4; V25 =5=4+ 1.


https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=3292s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=3654s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=3846s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=4183s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=4617s
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I Ejercicio 22 1:19:50

Vaz—5x+13=3

Resolucion paso a paso.
22 — 5z 413 =9, luego 2° — 52 +4 =0 = (z — 1)(z — 4). Ambas raices z = 1 y = 4 hacen que el
radicando sea 9.

I Ejercicio 23 1:24:05

Jr+6=z

Resolucion paso a paso.

Elevamos al cubo, una operacion equivalente para todo nimero real: = + 6 = 2°. Asf, 2° —2 —6 =0 =
(z — 2)(x? + 22 + 3). Como el segundo factor tiene discriminante A = 4 — 12 = —8 < 0, no tiene raices
reales. La tinica solucién es x = 2. Comprobacion: v/2 + 6 = 2.

I Ejercicio 24 1:28:01
ViEe—-1)2=2

Resolucién paso a paso.
Usamos Vu? = |u|]: [z — 1| =2. Por tantox —1 =202z —1=-2,dedonde zt =3 0z = —1.

I Ejercicio 25 1:32:02

Resolucion paso a paso.

1
El denominador exige x — 1 > 0, es decir, > 1. Elevamos al cuadrado: =71 Multiplicando en

r—1
: 1 =4, de donde z = 5. C bacion: 4/ ! —\/T—l
Ccruz. xr = 4, de aonde r = 9. omprobpacion: 5_ 1 = 4 = 9 .
Comprobacién de soluciones extranas
I Ejercicio 26 1:34:55

N

Resolucién paso a paso.

La raiz exige z > 0. Como /x > 0, la igualdad también exige —x > 0, es decir, z < 0. Por tanto,
z =0, y se comprueba v0 = —0. Si elevamos al cuadrado obtenemos = = 22, con candidatos z =0 y
x = 1; este 1ltimo es extrano, pues V1 % —1.


https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=4790s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=5045s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=5281s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=5522s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=5695s
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I Ejercicio 27 1:39:36

vVe+2=x—-4

Resolucién paso a paso.
Exigimos z > 4. Al cuadrar: z +2 = (z —4)%, asi 2> — 9z + 14 = 0 = (x — 7)(x — 2). Solo z = 7 cumple
r>4,/9=3=7—-4

I Ejercicio 28 1:46:15

Vidr +1=x+ 2

Resolucién paso a paso.
Cuadramos: 4z + 1 = (x + 2)2 = 2% + 4z + 4. Se deduce 2?> = —3, imposible en R. No hay soluciones
reales.

I Ejercicio 29 1:52:01

Vi—zrz=x—-1

Resolucién paso a paso.
Exigimos 1 < z < 7. Cuadrando: 7 — z = (z — 1)?, es decir, 2> — 2 — 6 = 0 = (z — 3)(z + 2). Solo
2 = 3 cumple las condiciones: V4 = 2.

I Ejercicio 30 1:56:42

Vr=z—2

Resolucién paso a paso.
La igualdad exige z > 2. Al cuadrar, z = (z — 2)?, de donde 2> — 52 +4 =0 = (z — 1)(z — 4). El
candidato = 1 no cumple z > 2. La tnica solucién es z = 4, pues V4 =4 — 2 = 2.

I Ejercicio 31 2:02:15

5—4r ==z

Resolucién paso a paso.
Como /5 — 4x = x, es necesario z > 0. Cuadrando: 5 — 4z = 2%, luego (z — 1)(z +5) = 0. Solo z = 1
vale: V1 =1,

I Ejercicio 32 2:07:08

V—r=—z

Resolucién paso a paso.
Para que exista la rafz, < 0. Sea t = v/—z > 0; entonces —z = t> y la ecuacion es t = t2. De
tt—1)=0,t=00t=12=0,—1


https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=5976s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=6375s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=6721s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=7002s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=7335s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=7628s
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Ecuaciones con dos radicales

I Ejercicio 33 2:16:01

Ve+5++z =5

Resolucién paso a paso.
Seaa=+Zyb=+z+5,conab>0. Tenemos a+b=5yb?>—a’=>5;asi (b—a)(b+a) =5, luego
b—a=1. Resolviendo, a =2, b=3,y z = a®> = 4.

I Ejercicio 34 2:22:42

Ve+T—vVz=1

Resolucién paso a paso.
Seaa=+ryb=+vVz+7.Deb—a=1yb*—a®>="7deducimos (b—a)(b+a) =7, por tanto b+a = 7.
Entonces a =3, b=4y x=09.

Cambios de variable y factorizaciéon

I Ejercicio 35 2:27:43

Va - Vr =21

Resolucién paso a paso.
Para todo & > 0, vz /= = . La ecuacién se reduce a = 27, que pertenece al dominio.

I Ejercicio 36 2:30:43

Vr+z=6

Resolucién paso a paso.
Ponemos t = /z > 0y 2 = t*. Queda t> + ¢ = 6, es decir, (t + 3)(t —2) = 0. Solo ¢t = 2 es admisible;
T =4.

I Ejercicio 37 2:34:41

Vo + Va2 =6

Resolucion paso a paso.
Sea t = ¢/r € R; entonces Vz2 = t2. La ecuacion es t + > = 6, o (t+3)(t — 2) = 0. Por tanto t = —3,2
y x = —27,8. Ambas verifican la igualdad.


https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=8161s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=8562s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=8863s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=9043s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=9281s
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I Ejercicio 38 2:37:02

l—-vV—ax=—-2-1

Resolucién paso a paso.
Como x < 0, ponemos t = v/—z > 0, de modo que —z = t>. La ecuacion 1 —t = t* — 1 da
2?4+t —2=0=(t+2)(t—1). Solo t = 1 sirve; x = —1.

I Ejercicio 39 2:41:22

(V)2
V2

=1

Resolucion paso a paso.
La potencia real de exponente irracional exige v/x > 0, es decir, x > 0. Multiplicamos por V2:

(\/CE)\/§ = /2. Como vz = z!/? y V2= 21/2, tenemos V2% = 21/2. Elevando a V2, = 9v2/2,

Radicales anidados, potencias y expresiones racionales

I Ejercicio 40 2:45:47
3+vVz=+V5

Resolucién paso a paso.

Cuadramos ambos miembros: 3 + v/z = 5. De ahi v/z = 2, por lo que = = 4.

I Ejercicio 41 2:48:04

VVr+1=2
Resolucién paso a paso.

Al cuadrar, v/z + 1 = 4, luego v/z = 3. Volvemos a cuadrar y obtenemos x = 9.
I Ejercicio 42 2:49:10

x4z =6

Resolucién paso a paso.
Cuadramos: = 4 v/ = 6. Sea t = /z > 0; entonces t* +t — 6 = 0 = (¢t + 3)(t — 2). Solo t = 2, asi que
z =4


https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=9422s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=9682s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=9947s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=10084s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=10150s
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I Ejercicio 43 2:52:52

3=1/zvT

Resolucion paso a paso.
Debemos tener x > 0. Cuadramos: 9 = zv/7 = 2%/2. Elevando a 2/3, x = 92/3 = {/81.

I Ejercicio 44 2:58:17

ava =27

Resolucion paso a paso.
Necesitamos a > 0. Como av/a = a/? y V27 = 3v3 = 33/2, la igualdad es a®? = 33/2. Por tanto
a=3.

I Ejercicio 45 2:59:41

Resolucién paso a paso.
El denominador obliga a = > 0. Multiplicamos por x: vz = 2z. Sea t = \1/5 > 0; entonces t = 2t2, es

decir, t(2t — 1) = 0. Descartamos t = 0 por el denominador: ¢t = SR AIE

I Ejercicio 46 3:04:02

vr+2= T
Vo +2

Resolucién paso a paso.
Para que exista el denominador, x + 2 > 0. Multiplicamos por vz + 2:  + 2 = x, contradicciéon 2 = 0.
No existen soluciones reales.

Retos finales

I Ejercicio 47 3:06:00

logo vV +1=3

Resolucién paso a paso.
Por definiciéon de logaritmo, logy vV + 1 = 3 equivale a vV + 1 = 23 = 8. Al cuadrar, = + 1 = 64, luego
x = 63; cumple el dominio.

10


https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=10372s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=10697s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=10781s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=11042s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=11160s
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I Ejercicio 48 3:11:40

ovrtl — 16

Resolucién paso a paso.
Como 16 = 2 y la funcion 2! es inyectiva, vz + 1 = 4. De aqui  + 1 = 16 y z = 15, valido.

I Ejercicio 49 3:13:26

Vi =z —2|

Resolucion paso a paso.

Condicion: x > 0. Si z > 2, entonces /& = z — 2; al cuadrar, (z — 1)(x —4) = 0, y solo sirve x = 4. Si
0 < x < 2, entonces \/x = 2 — x; al cuadrar se obtiene la misma ecuacion, y solo sirve x = 1. Ambas
verifican la igualdad original: V1 =|1 -2/ =1y V4 =1[4—-2| =2,

I Ejercicio 50 3:20:46

vV2+4+senx =1

Resolucion paso a paso.
La raiz exige 2 +sen x > 0, condicién siempre cierta porque —1 < senz < 1. Cuadramos: 2+senx = 1,

3
luego senxz = —1. Por tanto = = g + 2k7, con k € Z.

11


https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=11500s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=11606s
https://www.youtube.com/watch?v=XIalBp32Y0Q&t=12046s


