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Como utilizar esta coleccion

Esta reconstruccion sigue el orden real de la clase: comienza con ecuaciones que se resuelven por
integracion directa, contintia con separacion de variables y ecuaciones de primer orden, y termina con
ecuaciones lineales de orden superior, aplicaciones fisicas y variacién de constantes.

Idea clave

Antes de resolver cada ejercicio conviene identificar la estructura de la ecuacion, elegir el método

adecuado y comprobar, siempre que sea razonable, que la solucién obtenida satisface la ecuacién
diferencial original.

Mapa de cobertura

Ejercicios Contenido Nivel aproximado
1-6 Integracién directa y primeras separables Muy béasico—basico
7-15 Exponenciales, logistica, separables y aplicaciones Bésico—medio
16-18 Ecuaciones homogéneas de primer orden Medio
1924 Ecuaciones exactas Medio
25—-26 Factores integrantes para convertir en exactas Medio
27-32 Lineales de primer orden y aplicaciones Medio
33-35 Ecuaciones de Bernoulli Medio—alto
36—42 FEcuaciones lineales homogéneas de orden superior Medio—alto
43-45 Aplicaciones fisicas: muelle, péndulo y circuito LC  Alto
46-50 No homogéneas, oscilacion forzada y variacién de  Alto

constantes
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Indice de los 50 ejercicios y tiempos del video

Los tiempos en color naranja son enlaces: al pulsarlos se abre el video exactamente en el comienzo de
cada ejercicio.

# Tiempo Contenido
1 00:58  Integracion directa: y' =4
2 02:21 Integracién directa: ¢y = 2z
3 03:47 Condicién inicial y trigonometria
4 05:56 Separacién de variables
5 09:12  Separacién con /T
6 13:05 Problema de valor inicial
7 15:38 Crecimiento/decrecimiento exponencial
8 19:18 Separable con 1 + 22
9 23:17 Razoén de cambio proporcional
10 32:10 Decaimiento radiactivo
11 37:27 Solucién implicita
12 39:38 Exponencial separable
13 42:32 Ecuacion logistica
14 54:41 Separable trasladada
15 59:05 Vaciado de un depdsito
16 1:05:00 Homogénea de primer orden
17 1:12:50 Homogénea de primer orden
18 1:17:36 Homogénea en forma diferencial
19 1:25:51 Ecuacién exacta
20 1:33:33 Ecuacién exacta
21 1:36:39 Exacta con exponencial y trigonometria
22 1:42:08 Ecuacién exacta
23 1:45:58 Exacta trigonométrica
24 1:50:36 Exacta con condicién inicial
25 1:55:26 Factor integrante u(z) = e*
26 2:03:56 Factor integrante p(z) = 1/x
27 2:10:33 Lineal de primer orden
28 2:14:19 Lineal con coeficientes variables
29 2:18:40 Lineal con exponencial
30 2:21:40 Lineal con tangente
31 2:27:06 Ley de enfriamiento de Newton
32 2:40:11 Calida con resistencia del aire
33 2:46:18 Bernoulli
34 2:52:21 Bernoulli con n = —1
35 2:59:21 Bernoulli con n =2
36 3:05:45 Segundo orden: raices reales distintas
37 3:07:48 Segundo orden: raiz doble
38 3:10:15 Segundo orden: raices complejas
39 3:14:12 Segundo orden con condiciones iniciales
40 3:20:01 Ecuacién lineal de tercer orden
41 3:22:41 Raiz triple
42 3:24:57 Ecuacion lineal de cuarto orden
43 3:27:59 Masa unida a un muelle
44 3:36:13 Péndulo para pequenas oscilaciones
45 3:41:19 Circuito LC
46 3:46:02 Segundo orden no homogénea
47 3:49:26 Forzamiento polinémico
48 3:52:13 Forzamiento sinusoidal
49 3:56:31 Oscilacién forzada sin amortiguamiento
50 4:06:59 Variacién de constantes
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Primer contacto y separacion de variables

Comenzamos con ecuaciones muy sencillas para fijar la notacién y el paso de derivadas a diferenciales.
La dificultad aumenta poco a poco mediante separacién de variables y condiciones iniciales.

Ejercicio 1. Integracién directa

Video: Tipo: Integracion directa
Resuelve

Solucién.
Escribimos dy = 4 dx e integramos:

y:/4da::4:n+0.

Resultado:

\ J
Ejercicio 2. Integracién directa
Video: Tipo: Integracién directa
Resuelve
y = 2z.
Solucién.

Integramos directamente:

yz/2xd:1:=ﬂ:2+C.

Resultado: |y = 22 + C

Ejercicio 3. Condicién inicial y trigonometria

Video: Tipo: Integracién directa con condicién inicial
Resuelve

Solucién.
Integramos:
y=sinz + C.

La condicién inicial da

2:sin<g>+C:1+C,

por lo que C' = 1.

Resultado:
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Ejercicio 4. Separacién de variables

Video: Tipo: Variables separables
Resuelve
, Oz
y=—
Y
Solucién.
Separamos variables:
ydy = bz dx.
Integramos:
y2 5$2 o
2 -2 Y
Absorbiendo constantes,
y? =522 + K.

Resultado: |y = +V522 + K

- J
Ejercicio 5. Separacion con una raiz
Video: Tipo: Variables separables
Resuelve

Solucion.
Escribimos

ydy = 22 d.
Entonces

2
Y~ _2 s
g —3" TE

y, absorbiendo la constante al multiplicar por 2,

y? = §x3/2+K.

4
Resultado: |y = £/ §x3/2 + K

- J
Ejercicio 6. Problema de valor inicial
Video: Tipo: Integracion directa con condicién inicial
Resuelve

Solucién.
Integramos:

Como y(0) = —3, resulta C' = —3.
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Resultado: |y = T 6x — 3

Modelos exponenciales y ecuaciones separables

Aparecen ahora la ley 3y’ = ky, aplicaciones de crecimiento o decrecimiento, la ecuacién logistica y
varios problemas separables.

Ejercicio 7. Crecimiento o decrecimiento exponencial

Video: Tipo: Variables separables
Resuelve, suponiendo y > 0,

Solucién.
Separamos e integramos:

d
Y kde, Iny=kz+C.
Yy
Exponentiando,
y = ekx—i—C — Cleka:‘
Resultado: |y = C1 e
N J

Ejercicio 8. Separable con 1 + 22

Video: Tipo: Variables separables
Resuelve

Solucién.
Reordenamos y separamos:

Integrando,
In|y| = In(1 + %) + C.

Por tanto, absorbiendo el factor constante,

y=C(1+2?).

Resultado: |y = C(1 + z?)

Ejercicio 9. Razén de cambio proporcional

Video: Tipo: Modelo exponencial con dos datos

La razén de cambio de y es proporcional a y. Ademas,
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Calcula y(3).

Solucion.
El modelo es

De y(0) = 2 resulta C' = 2. Después,

4—2e — =2
5
Asi,
y(t) _ 2e(ln2)t/2.
Para t = 3,
y(3) = 2e312/2 = 95/2 = 4/2 ~ 5,657.
Resultado: |y(3) ~ 5,657
N J

Ejercicio 10. Decaimiento radiactivo
Video: Tipo: Aplicacién de crecimiento/decrecimiento

La cantidad A(t) de una sustancia radiactiva satisface

dA
=024, A(0) =80 mg,

con t medido en dias. ;Cuanto queda tras 5 dias?

Solucion.

La solucién del modelo es
A(t) = Ce %2,

Como A(0) = 80, tenemos C = 80. Por tanto,

A(5) = 80e™! ~ 29,43 mg.

Resultado: | A(t) = 80e~ %2 | ‘A(5) ~ 29,43 mg‘

N J

Ejercicio 11. Solucién implicita
Video: Tipo: Variables separables
Resuelve )

1+

= 0)=0
V= y(0)

Solucién.

Separamos e integramos:

La condicién inicial da C = 0.
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Y z3
Resultado: |y + = =z + —
3 3
N J
Ejercicio 12. Exponencial separable
Video: Tipo: Variables separables
Resuelve
y=e"Y  y(0)=0
Solucién.
Como e*7Y = e¥e™Y,
e¥dy = e*dr.
Integrando,
ey =e* 4+ C.

La condicién inicial da C' = 0, por lo que e¥ = e”.

Resultado:

\ J
Ejercicio 13. Ecuacion logistica
Video: Tipo: Logistica separable
Resuelve 1
v=yd-y), y0) =3
Solucién.
Separamos:
dy 1 1
= da, 4
y(1—vy) yd—y) y 1-y

Integrando,

1 = C

n 1 ‘ T+
La condicion inicial conduce a y

— T
1—y ¢
Despejando y obtenemos la forma logistica.
Resultad 1
esultado: |y =
Y71 +e 7
\ J
Ejercicio 14. Separar después de trasladar
Video: Tipo: Variables separables
Resuelve
y=(+)y-2), y0)=3
Solucién.
Separamos e integramos:
dy
— = 1)d
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1‘2

Asi,
y—2= 016m2/2+m.

Como y(0) =3, C; = 1.

Resultado: [y =2 + = /2te

Ejercicio 15. Vaciado de un depdésito

Video: Tipo: Aplicacién separable
La altura h(t), en metros, satisface

dh 1

— =——Vh h(0) =9
i~ 3V 0) =9,

con t en minutos. Halla h(t) y el tiempo que tarda en vaciarse el depdsito.

Solucién.
Separamos:
o L
Vh '
Integramos:
t
2\/E == —g + C
Como h(0) =9, C' = 6, y por tanto
t
h=3—-—.
6

Asi,
ht) = <3 - é)Q

El depdsito se vacia cuando h = 0, es decir, para t = 18.

NP
Resultado: | h(t) = (3 - 6) , 0<t<18,

Ecuaciones homogéneas de primer orden

En estos ejercicios se utiliza el cambio y = vz, de modo que 3y’ = v + zv’/, para transformar la ecuacién
en una separable.

Ejercicio 16. Homogénea elemental

Video: Tipo: Homogénea de primer orden

Resuelve, para z > 0,
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Solucién.
Tomamos y = vz, de modo que 3y’ = v + zv’. Entonces

1+v
/I
v+ v = 5
por lo que
200" =1 —v.
Separamos:
dv  dw
l1—v 2z

Al integrar y deshacer el cambio se obtiene

Resultado: |y = 2 + CVx

. J
Ejercicio 17. Otra homogénea
Video: Tipo: Homogénea de primer orden
Resuelve, para x # 0,
, 2x+ 3y
oz

Solucién.
Con y = vz,
v+av =2+ 3,

de donde
v’ = 2(1 +v).

Separamos e integramos:

d d
! :2—36, In|1+v| = In(z?) + C.
14w T
Absorbiendo constantes,
1+v=Cz%
Como v = y/x, resulta
Resultado: |y = Cz® — z
N J
Ejercicio 18. Homogénea en forma diferencial
Video: Tipo: Homogénea de primer orden en forma diferencial
Resuelve
(2% —y?) dx + zy dy = 0.
Solucién.

Tomamos y = vz, dy = vdx + x dv. Sustituyendo,
22(1 —v?) dz + 2*v(vde + z dv) = 0,

y se simplifica a
22 dx + 23vdv = 0.
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Dividiendo entre z2,

Por tanto,

y, deshaciendo v = y/x,

Y
In(z®) 4+ = =C
n(z) + 2
2 y? . 2 2 /a2
Resultado: |In(z”) + =5 = C|, equivalentemente | z°e? /" = C;
x
. J

Ecuaciones exactas

Para M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0, comprobamos M, = N, y buscamos una funciéon potencial F' tal
que Fp =My F,=N.

Ejercicio 19. Primera ecuacion exacta

Video: Tipo: Ecuacién exacta
Resuelve
(2zy — 32?) dx + (2 — 2y) dy = 0.
Solucién.
Aqui
M = 2zy — 322, N =22 -2,

y My = 2z = N,. Integramos M respecto de x:
F=ay—a2®+ g(y).

Como
Fy=12"+¢'(y) = 2% — 2y,

se tiene ¢'(y) = 2y y g(y) = —y*.

Resultado: |22y — 2® —y*> = C

\ J
Ejercicio 20. Exacta con exponencial
Video: Tipo: Ecuacién exacta
Resuelve

ye® dx 4+ e* dy = 0.
Solucién.
Es exacta porque
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Integrando M = ye® respecto de x,

F =ye® +g(y).

La condicién F, = e” obliga a ¢'(y) = 0.

Resultado:

\ J
Ejercicio 21. Exponencial y trigonometria
Video: Tipo: Ecuacién exacta
Resuelve

(e cosy + 2x) dx + (—e® siny + 2y) dy = 0.
Solucién.
Se verifica
M, = —e*siny = N,.

Integramos M respecto de x:
F =e"cosy+ 22+ g(y).

Después,
Fy=—¢e"siny+¢'(y) = —e"siny + 2y,

por lo que g(y) = y*.

Resultado: | e® cosy + 22 +y° = C

\ Y,
Ejercicio 22. Exacta muy directa
Video: Tipo: Ecuacién exacta
Resuelve

2xy dx + 2% dy = 0.

Solucién.
Como M, = 2x = N,, es exacta. Integramos

F = /2xydx = 2%y + g(y).

Entonces F, = %+ g’(y) = 352, de modo que g’(y) =0.

Resultado: |22y = C

N J
Ejercicio 23. Exacta trigonométrica
Video: Tipo: Ecuacién exacta
Resuelve

(ycosx + 2z) dx + (sinz + 2y) dy = 0.

Solucion.
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Se tiene M, = cosx = N,. Integramos:
F =ysinz + 2% + g(y).

Como
F,=sinz + ¢'(y) = sinz + 2y,

resulta g(y) = 2.

Resultado: |ysinz + 22 + 4> =C

Ejercicio 24. Exacta con condicién inicial

Video: Tipo: Ecuacién exacta con dato inicial
Resuelve

Solucién.
La ecuacién es exacta. Una funcién potencial es

F=zx224zy+y°.

Por tanto,
P ray+yd=C.

La condicién (1,0) da C' = 1.

Resultado: |22 + zy +¢y° =1

Factores integrantes para obtener ecuaciones exactas

Estas ecuaciones no son exactas inicialmente. Se busca un factor integrante que dependa de una sola
variable y, después de multiplicar, se resuelve la ecuacién exacta resultante.

Ejercicio 25. Factor integrante e”

Video: Tipo: Factor integrante para exactitud
Resuelve
(y? — x) dx + 2y dy = 0.

Solucién.
Con M =y?>—xy N =2y,

Por tanto,

Multiplicando por e*:
e (y? — x) dx + 2ye” dy = 0,
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que ya es exacta. Una funcién potencial es

F=e"(y* —x+1).

Resultado: |¢®(y? —z +1) =C

_ J
Ejercicio 26. Factor integrante 1/x
Video: Tipo: Factor integrante para exactitud

Resuelve, para z > 0,
(22%y — 1) dx + 2* dy = 0.

Solucién.
Aqui
M,—N, 212?—-3z> 1
N N x3 T
Entonces
/‘L(x) _ ef—l/mdac — 1

La ecuacion transformada es
1 2
2¢y — — | de + 2z dy = 0,
T

que es exacta. Su potencial es
F=z%y—Inz.

Resultado: | 2%y —Inz = C

Ecuaciones lineales de primer orden y aplicaciones

Para 3y + P(x)y = Q(z) utilizamos el factor integrante p = e P@de, Después aparecen dos aplicaciones
fisicas del mismo método.

Ejercicio 27. Lineal de primer orden

Video: Tipo: Lineal de primer orden
Resuelve

y +2y =
Solucién.
El factor integrante es

= 6296
Multiplicando,
(eQxy)/ — 662:1:'
Integramos:
Xy = 3e* 4 C.
Resultado: |y = 34 Ce™*
N J
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Ejercicio 28. Lineal con coeficientes variables

Video: Tipo: Lineal de primer orden
Resuelve, para x # 0,

zy — 2y = 22
Solucién.
Dividimos entre x: 5
y—-y=z
x
El factor integrante es
o= €f —2/zdx i
22
Asi,
() -
x2) oz
Integramos:
% =In|z|+ C.
x
Resultado: ‘y = 2?(In|z| + O) ‘
\ J
Ejercicio 29. Lineal con exponencial
Video: Tipo: Lineal de primer orden
Resuelve
y/ + 5y — 651‘.
Solucién.

El factor integrante es e>*. Entonces

Integrando,

1
Resultado: |y = —e°® + Ce ™

(& J

Ejercicio 30. Lineal con tangente

Video: Tipo: Lineal de primer orden
Resuelve, para

-5 <z<3,

3
ol

la ecuacion

y —ytanz = 1.
Solucién.
Aqui P(x) = —tanz. El factor integrante es

_ ef—tana:dx

“ = cosz.
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Multiplicando,
(ycosx) = cosuw.

Integramos:
ycosx = sinx + C.

Resultado: ‘ y =tanx 4+ Csecx ‘

(& J

Ejercicio 31. Ley de enfriamiento de Newton

Video: Tipo: Aplicacién lineal de primer orden
Un objeto esté inicialmente a 90°C en una habitacién a 20°C. A los 10 minutos estd a 55°C.
;,Cuando alcanzara 30°C?

Solucién.
La ley de enfriamiento es
T = —k(T — 20),

es decir,
T + kT = 20k.

Su solucion es
T(t) =20 + Ce ™.

De T'(0) = 90 se obtiene C' = 70. Con T'(10) = 55:

In2
35 =70 1% —  k=—".
‘ 10
Para T = 30: 1
30 =20 + 70e M — == e M.
Por tanto,
101
t= ?;;7 ~ 28.1 min.
Resultado: |t =~ 28,1 min
N\ J
Ejercicio 32. Caida con resistencia del aire
Video: Tipo: Aplicacién lineal de primer orden

Un objeto de masa m cae desde cierta altura. La resistencia del aire es proporcional a la velocidad.
Suponiendo que parte del reposo, expresa v(t) tomando positivo el sentido de caida.
Solucién.
La segunda ley de Newton da
mv' = mg — kv,

o bien

v+ —v=g.

m

El factor integrante es

w = elk/mi,
Integrando,

% + Ce~(R/m)t,

16 de 26


https://youtu.be/4I4pGVSMZ3w?t=8826
https://youtu.be/4I4pGVSMZ3w?t=9611

50 ecuaciones diferenciales desde cero

Como v(0) =0,
mg
C=-——.
k
. _ MG (| _ gkt/m
Resultado: [v(t) = 7 (1 e )
. J

Ecuaciones de Bernoulli

Una ecuacién y' + P(x)y = Q(z)y™ con ne0, 1 se transforma en lineal mediante v = y'~".

Ejercicio 33. Bernoulli con n =2

Video: Tipo: Ecuacién de Bernoulli
Resuelve
v +y=y
Solucién.
Tomamos
y/
v=y l=—, v’:——2.
Y Y
La ecuacion se transforma en
v —v=-1
El factor integrante es e™*:
(e—xv)/ — _e®
Integrando,
e tv=e"+0C, v=1+ Ce".
Como v = 1/y,
Resultad L
esultado: |y = ———
Y= + Ce®
N J
Ejercicio 34. Bernoulli con n = —1
Video: Tipo: Ecuacién de Bernoulli
Resuelve
yy —2y* = ¢
Solucién.
Multiplicamos por 2 y tomamos
v=y? =2y

Asi,

El factor integrante es e~4%:
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Integrando,
oy, — _gefsx +C,
3
y por tanto
v=—-e" 4 Cet.

Como v = 32,

2
Resultado: |y = :l:\/—ge’f + Cetz

Video: 2:59:21 Tipo: Ecuacién de Bernoulli
Resuelve, para xz > 0,
1
Y+ —y =y’
x
Solucién.
Tomamos
1 / Y
v = —, v = R
Yy Yy

, 1
—U + —-v =1,
T
o bien
;1
vV — =V =—T
T

El factor integrante es 1/, y entonces

Integrando,

Como v = 1/y,

Resultado: |y = Co— 22
T—z

Ecuaciones lineales homogéneas de orden superior

» Ver este bloque en el video (3:05:45)

Para ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes utilizamos la ecuacién caracteristica.
Se practican raices reales distintas, repetidas, complejas y érdenes 3 y 4.
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Ejercicio 36. Segundo orden: raices reales distintas

Video: Tipo: Lineal homogénea de segundo orden
Resuelve

Solucion.
La ecuacion caracteristica es

m? —4=0=(m—2)(m+2).

Sus raices son m =2y m = —2.

Resultado: |y = Cie 2 + Che?®

N J
Ejercicio 37. Segundo orden: raiz doble
Video: Tipo: Lineal homogénea de segundo orden
Resuelve
y//+4y/+4y:0
Solucién.
La ecuaciéon caracteristica es
m?+4m+4=(m+2)*=0.
La raiz m = —2 es doble. Para una raiz doble, las soluciones independientes son e~2* y ze™2*.
Resultado: |y = (C) 4+ Cox)e >®
N J
Ejercicio 38. Segundo orden: raices complejas
Video: Tipo: Lineal homogénea de segundo orden
Resuelve
y" + 6y + 12y = 0.
Solucién.

La ecuacion caracteristica es
m? + 6m + 12 = 0.

Las raices son

m = —3+iV3.
Con a = -3y B = /3, la solucién real es

Resultado: |y = ¢ 37 (Cl cos(V3z) + Cy sin(\/gw))

-
&

Ejercicio 39. Segundo orden con condiciones iniciales

Video: Tipo: Lineal homogénea de segundo orden

Resuelve
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Solucion.
La caracteristica es
m?4+m—6=(m+3)(m—2) =0,

por lo que
y = Cle—?w + 0262z.

Las condiciones iniciales dan

Ci+Cy =1, -3C1 +2Cy = 0.
De aqui,
2 3
Cy=- Cy = —.
1 5 ) 2 5
2 3
Resultado: |y = —¢ 3% + Z¢2*
5 5
. J
Ejercicio 40. Ecuacion lineal de tercer orden
Video: Tipo: Lineal homogénea de tercer orden
Resuelve
/n y/ — 0
Solucién.

La ecuacion caracteristica es

Las raices son 0, 1 y —1.

Resultado: |y = C1 + Coe™* + C3€”

\ J
Ejercicio 41. Raiz triple
Video: Tipo: Lineal homogénea de tercer orden
Resuelve

y" +3y" + 3y +y=0.

Solucion.
La caracteristica es
m> 4+ 3m* 4+ 3m+1=(m+1)>=0.

La raiz m = —1 tiene multiplicidad 3. Por ello aparecen los factores 1, = y 2.

Resultado: |y = e *(Cy + Cox + C32?)

Ejercicio 42. Ecuacion lineal de cuarto orden

Video: Tipo: Lineal homogénea de cuarto orden
Resuelve

y W +2y +y=0.
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Solucion.
La caracteristica es
mt 4+ 2m?+1=(m?+1)2=0.

Las raices m = i y m = —i son dobles. En forma real, las multiplicidades introducen los factores
rcosT y xsinz.

Resultado: ‘y = (Cy + Cazx) cosx + (C3 + Cyz) sinz ‘

Aplicaciones fisicas de ecuaciones homogéneas

Tres aplicaciones directas: una masa unida a un muelle, un péndulo para pequefias oscilaciones y un
circuito LC ideal.

Ejercicio 43. Masa unida a un muelle

Video: Tipo: Movimiento armoénico simple
Una masa de 2kg alarga un muelle 20 cm. Desde la posiciéon de equilibrio se desplaza 10 cm
hacia abajo y se suelta con velocidad inicial 1,4 m/s hacia arriba. Toma g = 9,8 m/s? y considera
positivo hacia abajo. Halla la posicion y(t).

Solucién.
Por la ley de Hooke en equilibrio,
mg = kAL,
de donde 9.0.8
k=""C2 =98 N/m.
02 98 N/m

La ecuacién del movimiento es
/! k 1!
y'+—y=0 — ¢ +49 =0

La solucién general es
y = CicosTt + Cosin Tt.

Como
y(O) = O,la y,(O) = _1a47
obtenemos
C, =0,1, 7Co=—-14= Cy=-0,2.
Resultado: ‘y(t) =0,1cos 7t — 0,2sin 7t
\ y,

Ejercicio 44. Péndulo para pequenas oscilaciones

Video: Tipo: Movimiento arménico simple

Un péndulo de longitud 0,4 m se separa de la vertical 0,1 radianes y se suelta desde el reposo.
Toma g ~ 10m/s%. Halla el desplazamiento angular 6(t).
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Solucién.
Para pequenas oscilaciones,
0" + 29 = 0.
+ L
Cong=10y L =04,
0" + 250 = 0.

Asi,
6 = C cos bt + Cy sin 5t.

Las condiciones
6(0) = 0,1, 9'(0)=0

dan Cl :O,l yCQ =0.

Resultado: ’0(t) = 0,1 cos 5t‘

N J
Ejercicio 45. Circuito LC
Video: Tipo: Aplicaciéon de segundo orden

Un circuito LC ideal tiene inductancia L = 1H y capacitancia C = 0,01 F. Inicialmente el
condensador tiene carga ¢(0) = 0,02 C y la corriente es nula, ¢'(0) = 0. Halla la carga ¢(t).

Solucién.
En un circuito LC ideal,
1
L ! o
q + Cq
Con los datos,
q" 4+ 100q = 0.

Por tanto,
q = C1 cos 10t + C5 sin 10¢t.

De ¢(0) = 0,02 y ¢’(0) = 0 se obtiene

C1 =0,02, Cy =0.

Resultado: ‘q(t) = 0,02cos 10t C ‘

Ecuaciones no homogéneas y variaciéon de constantes

La solucién de una ecuacién lineal no homogénea se escribe como y = yj, +y,,. En los primeros ejercicios
se propone una particular adecuada; el ejercicio 50 se resuelve mediante variacién de constantes.

Ejercicio 46. Forzamiento constante

Video: Tipo: Segundo orden no homogénea

Resuelve
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Solucién.
La homogénea asociada es

con
yp = Crcosz + Cosinx.

Como el término forzante es constante, proponemos ¥, = A. Sustituyendo,

A=2

Resultado: ’ y=Cicosx + Cysinx + 2 ‘

N J
Ejercicio 47. Forzamiento polinémico
Video: Tipo: Segundo orden no homogénea
Resuelve
y'ty==
Solucién.

La parte homogénea es
yp = Crcosx 4+ Cosinz.

Para una particular proponemos
yp = Az + B.

Como y,, = 0, al sustituir:
Ax+ B =z.

Por comparaciéon, A=1y B = 0.

Resultado: ‘ y=Cicosx+ Cysinz + x ‘

N J
Ejercicio 48. Forzamiento sinusoidal
Video: Tipo: Coeficientes indeterminados
Resuelve

y" + 4y = sinz.
Solucion.
La homogénea tiene soluciéon

yp = Cq cos 2z + Co sin 2.

Proponemos
yp = Asinx + Bcosx.
Entonces
y, = —Asinz — Bcosz.
Sustituyendo,
3Asinx + 3B cosx = sinz.
Asi,
A= L B=0
=3 =
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1
Resultado: |y = C1 cos 2z + Cy sin 2z + 3 sin

Ejercicio 49. Oscilacién forzada sin amortiguamiento

Video: Tipo: Aplicaciéon de segundo orden no homogénea
Una masa de 1kg estd unida a un muelle de constante & = 9N/m. Acttia sobre ella una
fuerza externa F'(t) = sint N. Inicialmente el sistema esta en reposo y en equilibrio. Halla el
desplazamiento y(t).

Solucién.
La segunda ley de Newton conduce a

y' +9y =sint,  y(0)=0,  y'(0)=0.

La solucién homogénea es
yp, = C1 cos 3t + Co sin 3t.

Buscamos
yp = Asint + Bcost.

Al sustituir,
8Asint + 8B cost = sint,

por lo que A=1/8y B =0. Asi,
. 1.
y:Clcos?xt+C'gsm3t+§smt.

De las condiciones iniciales,

1 1
Ci1=0 3C+-=0 = (Cr=——.
1 ) 2+ 3 2 21
bt | o) = —— s34 = ghat
esultado: = ——sin — sin
Y 24 8
N J
Ejercicio 50. Variacién de constantes
Video: Tipo: Variacién de constantes
Resuelve mediante variacién de constantes
y// — 1
Solucién.
La ecuaciéon homogénea es
y" =0,
cuya solucién es
yp = C1 + Cox

Tomamos como sistema fundamental

Buscamos una particular de la forma

Yp = U1Y1 + U2y2 = U1 + U2Z,
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con
{Uﬁyl + uhy2 = 0,
uhyy +ugyy = 1.
Como y; =0y y5 = 1,
uy =1=ug =z,

y
22
u/1+33:0:>u/1:—x:>u1:—?
Por tanto,
$2+ z?
=——+4zr-r=—
=T 2

Resultado: |y = C1 + Cox + %
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Resumen final de métodos

La coleccién recorre, en el mismo orden de la clase, los siguientes procedimientos: integracion
directa; separaciéon de variables; modelos exponenciales; ecuacién logistica; cambio y = vz para
ecuaciones homogéneas; funcién potencial para exactas; factores integrantes; ecuaciones lineales
de primer orden; cambio de Bernoulli; ecuacién caracteristica para érdenes 2, 3 y 4; solucién

homogénea mas particular para ecuaciones no homogéneas; y variaciéon de constantes.
N J

Matematicas con Juan
50 ecuaciones diferenciales desde cero

Volver a la clase completa en YouTube
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