10 LIMITES RESUELTOS A TRAVES DE
GRAFICAS

MATEMATICAS CON JUAN

Video de estos ejercicios aqui:
https://www.youtube.com/watch?v=0z5DqRzhOMc

Ejercicio 1. Limite a partir de una grafica

-
Para la funcién f(x), establece los siguientes valores:

a) lin;+ f(x)
b) 11’n31_ f(x)
) lfrrg f(x)

d) f(3)

La grafica de la funcién es la siguiente:

A\



https://www.youtube.com/@matematicaconjuan
https://www.youtube.com/watch?v=0z5DqRzhOMc
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Solucion

Observamos la gréfica con cuidado.
En x = 3 aparece un punto abierto en

(3,2).
Esto significa que la funcién se aproxima a la altura 2 cuando x se acerca a 3, pero la funcién no toma el
valor 2 en x = 3.
Ademds, no aparece ningtin punto cerrado con abscisa x = 3. Por tanto, la funcién no esta definida en
x =3

a) Limite por la derecha

El limite por la derecha es

lirgl+ f(x).

Esto significa que x se acerca a 3 usando valores mayores que 3.
Mirando la gréfica por la derecha, vemos que la curva se aproxima a la altura 2. Por tanto:

lim f(x) =2
x—3*

b) Limite por la izquierda
El limite por la izquierda es

lim f(x).

x—3"

Esto significa que x se acerca a 3 usando valores menores que 3.
Mirando la gréfica por la izquierda, vemos que la curva también se aproxima a la altura 2. Por tanto:

lim f(x) =2




¢) Limite cuando x — 3

Para que exista el limite

lim f(x),
x—3
los dos limites laterales deben coincidir.
Como
lim f(x) =2
x—3"
y
lim f(x) =2,
x—3*
entonces:

lim /(x) =2

d) Valor de la funciéon en x = 3

Ahora no preguntamos hacia dénde se acerca la gréfica, sino si la funcidn tiene algin valor definido
cuando x = 3.

En la grifica, el punto (3, 2) es abierto. Ademas, no hay ningtin punto cerrado con abscisa x = 3.

Por tanto:

f(3) no existe

Conclusion

La funcién se aproxima al valor 2 cuando x se acerca a 3, pero no estd definida en x = 3.
Por tanto:

lim /(x) =2

pero

f(3) no existe

La funcién no es continua en x = 3, porque el limite existe, pero la funcién no estd definida en ese punto.
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Ejercicio 2. Limites laterales en x = 0

Para la funcién f(x), establece los siguientes valores:

a) lfrg_ f(x)




b) lim f(x)

c) lfrr(l) f(x)

d) £(0)
La grafica de la funcion es la siguiente:
y
A
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> X
x=0

Solucion

Observamos la grifica.
En x = 0 aparecen dos elementos importantes:

un punto abierto en (0, —-2),

un punto cerrado en (0, 1).

El punto abierto en (0, —2) indica que la grafica se aproxima al valor —2, pero no toma ese valor cuando
x=0.
El punto cerrado en (0, 1) indica que el valor real de la funcién en x = O es 1.

a) Limite por la izquierda

El limite por la izquierda es
lim f(x).
x—0~

Esto significa que x se acerca a 0 usando valores menores que 0.
Mirando la grafica por la izquierda, vemos que la funcién se aproxima a la altura —2. Por tanto:

&




lim f(x) = -2

x—0~

b) Limite por la derecha

El limite por la derecha es

11’151+ f(x).

Esto significa que x se acerca a 0 usando valores mayores que 0.
Mirando la grifica por la derecha, vemos que la funcién también se aproxima a la altura —2. Por tanto:

lim f(x) = -2
x—0*

¢) Limite cuando x — 0

Para que exista el limite

lim f(x),
x—0
los dos limites laterales deben coincidir.
Como
lim f(x) =-2
x—0~
y
Iim f(x) = -2,
x—0%
entonces:

lim (x) = -2

d) Valor de la funcion en x = 0

Ahora no preguntamos hacia dénde se acerca la gréfica, sino cudnto vale realmente la funcién cuando
x=0.
En la grafica hay un punto cerrado en

(0, 1).

Por tanto:




Conclusion

Tenemos que

lim f(x) = -2,
x—0

pero

£(0) =1.

Por tanto:

lim f(x) # £(0)

La funcién no es continua en x = 0, porque el limite existe, pero no coincide con el valor de la funcién en
ese punto.

Ejercicio 3. Limites laterales distintos

( )

Para la funcién f(x), establece los siguientes valores:

a) lir_n1 fx)
b) lirfll L&)
c) lfn_l1 f(x)

d) f(=1)

La grafica de la funcioén es la siguiente:

Y
<




Solucion

Observamos la grifica.
En x = —1 aparecen dos comportamientos diferentes:

por la izquierda, la grafica se acerca a 1,

mientras que

por la derecha, la grifica se acercaa — 1.

Ademds, en x = —1 hay un punto cerrado en

(-1,-1).

Por tanto, el valor real de la funciéonen x = —1 es —1.

a) Limite por la izquierda

El limite por la izquierda es
lim f(x).
x——1-

Esto significa que x se acerca a —1 usando valores menores que —1.
Mirando la gréfica por la izquierda, vemos que la funcién se aproxima a la altura 1. Por tanto:

lim f(x) =1
x—-1-

b) Limite por la derecha

El limite por la derecha es

lim f(x).
x—-1*

Esto significa que x se acerca a —1 usando valores mayores que —1.
Mirando la gréfica por la derecha, vemos que la funcién se aproxima a la altura —1. Por tanto:

lim f(x) = -1
x—-1*

¢) Limite cuando x — —1

Para que exista el limite

lim f(x),

los dos limites laterales deben coincidir.
Pero en este caso:

lim_f(x) =1




lim f(x) = —1.
x—-1%

Como los limites laterales son distintos, el limite no existe:

lim f(x) no existe
x—-1

d) Valor de la funcion en x = —1

Ahora no preguntamos hacia dénde se acerca la gréfica, sino cudnto vale realmente la funcién cuando
x=-1.
En la grafica hay un punto cerrado en

Por tanto:

Conclusion

En este ejercicio ocurre que los limites laterales son diferentes:

lim f(x) =1

pero
lim f(x) =-1.
x—-1%
Por tanto:
lim f(x) no existe
x—-1
La funcién no es continua en x = —1, porque el limite en ese punto no existe.

Ejercicio 4. Limites infinitos y asintota vertical

-
Para la funcién f(x), establece los siguientes valores:

@) lim f(x)
b) lim f(x)

c) lfm2 f(x)




d) f(2)

La grafica de la funcion es la siguiente:

y

Solucion

Observamos la gréfica.

En x = 2 aparece una linea vertical discontinua. Esa linea indica una posible asintota vertical.

La funcién no tiene ningtin punto definido en x = 2, pero si podemos estudiar qué ocurre cuando x se
acerca a 2 por la izquierda y por la derecha.

a) Limite por la izquierda

El limite por la izquierda es

lim f(x).

x—2"
Esto significa que x se acerca a 2 usando valores menores que 2.
Mirando la gréfica por la izquierda, vemos que la funcién desciende sin limite. Es decir, sus valores se
hacen cada vez mds negativos.
Por tanto:

lim f(x) = —o0

x—2~

b) Limite por la derecha

El limite por la derecha es

lim_f(x).

Esto significa que x se acerca a 2 usando valores mayores que 2.
Mirando la gréfica por la derecha, vemos que la funcién crece sin limite cuando se acerca a x = 2. Es
decir, sus valores se hacen cada vez mds grandes.




Por tanto:

lim f(x) = +o0
x—2%

¢) Limite cuando x — 2

Para que exista el limite

lim f(x),

los dos limites laterales deben coincidir.
Pero en este caso:

lirrzli f(x) =—o0

lim f(x) = +co.
x—2*

Como los limites laterales no coinciden, concluimos que:

lim f(x) no existe
x—2

d) Valor de la funcion en x = 2

Ahora preguntamos si la funcidn tiene algiin valor definido cuando x = 2.

En la gréfica no aparece ningtin punto cerrado con abscisa x = 2. Ademds, la recta x = 2 actda como una
asintota vertical.

Por tanto:

f(2) no existe

Conclusion

Tenemos que:

Iim f(x) = —oc0
x—2~
y
lim f(x) = +oo.
x—2+
Por tanto:

lim f(x) no existe
x—2

La funcidén no es continua en x = 2, porque ni siquiera estd definida en ese punto y, ademds, presenta una
asintota vertical.
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Ejercicio 5. Limite infinito por ambos lados

~
Para la funcién f(x), establece los siguientes valores:
a) lim f(x)
x—3"
b) lim f(x)
x—3*
c) lim f(x)
x—3
d) f(3)
La grafica de la funcioén es la siguiente:
y
|
=3
; X
.
Solucién
Observamos la grafica.
En x = 3 aparece una linea vertical discontinua. Esa linea indica una asintota vertical.
También aparece una pequefia marca sobre el eje x, pero esa marca solo sirve para sefialar el valor x = 3.
No representa un punto de la funcién.
Por tanto, no hay ningtin punto cerrado con abscisa x = 3. Eso significa que la funcién no estd definida en
x =3.
a) Limite por la izquierda
El limite por la izquierda es
lim f(x).
x—3"
Esto significa que x se acerca a 3 usando valores menores que 3.
-
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Mirando la grifica por la izquierda, vemos que la funcién desciende sin limite. Es decir, sus valores se
hacen cada vez mds negativos.
Por tanto:

1irr317 f(x) =—o0

b) Limite por la derecha

El limite por la derecha es

lim_f(x).

Esto significa que x se acerca a 3 usando valores mayores que 3.

Mirando la gréfica por la derecha, vemos que la funcién también desciende sin limite cuando x se acerca a
3.

Por tanto:

lim f(x) = —co
x—3*

¢) Limite cuando x — 3

Los dos limites laterales tienen el mismo comportamiento:

lim f(x) = —oc0
x—3"

y
lim f(x) = —oo.
x—3*

Por tanto, escribimos:
Iim f(x) = —o0
x—3

Esto significa que la funcién baja sin limite por ambos lados de x = 3.

d) Valor de la funciéon en x = 3

Ahora preguntamos si la funcién tiene algtin valor definido cuando x = 3.

En la grafica no aparece ninglin punto cerrado con abscisa x = 3. La marca que aparece sobre el eje x solo
sefala la posicién x = 3.

Por tanto:

£(3) no existe
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Conclusion

Tenemos que

lim f(x) = —oo,

pero

f(3) no existe.

La funcién no es continua en x = 3, porque no estd definida en ese punto y presenta una asintota vertical.
- J

Ejercicio 6. Limites en el infinito

4 N\
Para la funcién f(x), establece los siguientes valores:

D DR

b) lim f(x)

La grafica de la funcion es la siguiente:

J(x)

- J/

Solucion

Observamos la gréfica.
En este ejercicio no estudiamos qué ocurre cerca de un nimero concreto, sino qué ocurre cuando x se
hace muy grande o muy pequefio.

a) Limite cuando x — +o0

El limite
Jim 1)

describe qué ocurre con la funcién cuando x avanza indefinidamente hacia la derecha.
Mirando la grifica, vemos que cuando x aumenta, la funcién también aumenta cada vez més.

- J
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Por tanto:

lim f(x) =+

X—+00

b) Limite cuando x — —o0

El limite

lim f(x)
X——00
describe qué ocurre con la funcién cuando x avanza indefinidamente hacia la izquierda.
Mirando la gréfica, vemos que la funcién se va acercando al eje x.
El eje x corresponde a la recta
y=0.

Por tanto:

lim f(x)=0
X——00

Conclusion

Tenemos que:

lim f(x) = +o0

X—+00

lim f(x) =0

Esto significa que la funcién crece sin limite hacia la derecha y se aproxima a la recta y = 0 hacia la
izquierda.
Larecta

es una asintota horizontal cuando x — —oo.

Ejercicio 7. Limites laterales de In x

P
Para la funcién f(x) = Inx, establece los siguientes valores:
a) lim Inx
x—0~
b) lim Inx
x—0%
(.
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¢) lim Inx
X—+00

La grafica de la funcién es la siguiente:

y

A

f(x) =Inx

Solucion

La funcidn es

f(x) =Inx.

Lo primero que debemos recordar es su dominio:

Esto significa que la funcidn solo esta definida para valores positivos de x.

a) Limite por la izquierda en x = 0

Queremos estudiar:

lim Inx
x—0~

Pero este limite lateral exige que x se acerque a 0 tomando valores menores que O.

Eso no es posible, porque In x no estd definida para x < 0.
Por tanto:

lim Inx no existe

x—0~

b) Limite por la derecha en x = 0

Ahora estudiamos:

15




lim Inx
x—0%

Esto significa que x se acerca a 0 tomando valores positivos.
Cuando x se aproxima a 0 por la derecha, la gréfica baja sin limite.

Por tanto:
Iim Inx = —c0
x—0*
¢) Limite cuando x — +co
Ahora estudiamos:
lim Inx
X—+00

Cuando x crece cada vez mds, la funcién In x también crece, aunque lo hace lentamente.
Por tanto:

lim Inx = +o0

X—>+00

Conclusion

Los resultados son:

lim Inx no existe
x—0~

Iim Inx = —c0
x—0*

lim Inx = +o0

X—>+00

La funcién f(x) = Inx no estd definida para x < 0, por eso no existe limite por la izquierda en x = 0.

Ejercicio 8. Estudio de limites en x = 0 y en el infinito

p
Para la funcién f(x), establece los siguientes valores:

a) lfrg_ f(x)
b) lim f(x)

¢) lim f(x)

d) f(0)
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o) lin 12

) lim f(x)

La gréafica de la funcién es la siguiente:

<>
P
%

Solucion

Observamos la grafica con atencion.
En x = 0 aparecen dos elementos importantes:

un punto cerrado en (0, 2),

un punto abierto en (0, 0).

El punto cerrado indica el valor real de la funcién en x = 0, mientras que el punto abierto indica el valor al
que se aproxima la rama derecha cuando x se acerca a 0.

a) Limite por la izquierda en x = 0
Estudiamos:

lim f(x)

x—0~

Cuando x se acerca a 0 por la izquierda, la grafica se aproxima al punto (0, 2).
Por tanto:

lim f(x) =2

17



b) Limite por la derecha en x = 0

Estudiamos:

lim_ (x)

Cuando x se acerca a 0 por la derecha, la gréfica se aproxima al punto abierto (0, 0).
Por tanto:

lin(}+ f(x)=0

¢) Limite cuando x — 0

Para que exista el limite

lim f(x),
x—0
los dos limites laterales deben coincidir.
Pero aqui:
lim f(x) =2
x—0~
y

lim f(x) = 0.
x—0%

Como son distintos, concluimos que:

lim f(x) no existe
x—0

d) Valor de la funcion en x = 0

El valor real de la funcién en x = 0 viene dado por el punto cerrado.
Como ese punto es

(0,2),

tenemos:
f(0)=2

e) Limite cuando x — +oo

Ahora observamos la grafica hacia la derecha.
La funcién oscila continuamente: sube y baja una y otra vez, sin acercarse a un tinico valor.
Por tanto:

Iim f(x) no existe

X—+00
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f) Limite cuando x — —

Ahora observamos la rama izquierda.
Cuando x toma valores muy negativos, la grafica sube cada vez mas.
Por tanto:

lim f(x) = +o0
X——00

Conclusion

Los resultados finales son:

11/1‘617 f(x)=2

HII(}+ fx)=0

lim f(x) no existe
x—0

f(0)=2

Iim f(x) no existe

X—+00

lim f(x) = +o0
X——00

La funcién no es continua en x = 0, porque los limites laterales en ese punto son distintos.

Ejercicio 9. Limites cuando x — 2 y valores de la funcién

Ve

Para la funcién f(x), establece los siguientes valores:
a) lim f(x)
x—2"
b) lim f(x)
x—2*
¢) lim f(x)
x—2
d) f(2)

e) f(4)

La gréfica de la funcién es la siguiente:
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Solucién
Observamos la grafica con atencion.

En x = 2 aparecen dos puntos importantes:

un punto cerrado en (2, 3),

un punto abierto en (2, 1).

El punto cerrado indica el valor real de la funcién en x = 2, mientras que el punto abierto indica el valor al
que se aproxima la rama derecha cuando x — 2*.
Ademds, en x = 4 aparece un punto abierto en

(4,4),

y no aparece ningtin punto cerrado sobre la recta vertical x = 4. La curva se aproxima a (4,4), pero ese
punto no pertenece a la funcién.

a) Limite por la izquierda cuando x — 2

Estudiamos:
lim f(x)
x—2

Cuando x se acerca a 2 por la izquierda, la grafica se aproxima al punto (2, 3).
Por tanto:

Iim f(x) =3
x—2-
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b) Limite por la derecha cuando x — 2

Estudiamos:

lim, f(x)

Cuando x se acerca a 2 por la derecha, la grafica se aproxima al punto abierto (2, 1).
Por tanto:

lim f(x) = 1
x—2*

¢) Limite cuando x — 2

Para que exista el limite

lim f(x),
x—2
los dos limites laterales deben coincidir.
Pero aqui:
lim f(x)=3
x—2-
y

lim f(x) = 1.
x—2t

Como son distintos, concluimos que:

lim f(x) no existe
x—2

d) Valor de la funcion en x = 2

El valor real de la funcién en x = 2 viene dado por el punto cerrado.
Como ese punto es

(2,3),

tenemos:

e) Valor de la funciéon en x = 4

En x = 4 aparece un punto abierto en

(4.4),

pero no aparece ningln punto cerrado sobre la recta vertical x = 4.
Por tanto:
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f(4) no existe

Conclusion

Los resultados finales son:

11’r121_ f(x)=3

lim f(x) = 1
x—2*

lim f(x) no existe
x—2

La funcién no es continua en x = 2, porque los limites laterales no coinciden.

Ejercicio 10. Estudio de limitesen x = —4,x = -1yx =2

~

Para la funcién f(x), establece los siguientes valores:
a) lim f(x) b) lim f(x) ¢) lim f(x)
x——4- x——4* x——4
d) Iim f(x) e) lim f(x) f) lim f(x)
x—-1- x——1* x—-1

g lim f(x) h) lim f(x) D lim f(x)

La grafica de la funcién es la siguiente:
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x=—-4 x=-1 x=2

.
Solucién
Observamos la grafica con atencioén.
En la figura aparecen tres rectas verticales destacadas:
x = -4, x=-1, x =2.
Vamos a estudiar qué ocurre con la funcién al acercarnos a cada una de ellas.
1) Limites en x = —4
Por la izquierda:
Cuando x — —47, la rama de la izquierda sube sin limite.
Por tanto:
lim f(x) = +o0
x——4-
Por la derecha:
Cuando x — —4*, la rama situada entre —4 y —1 también sube sin limite al acercarse a x = —4.
Por tanto:
Iim f(x) =+
mf(x)
Como ambos limites laterales coinciden, concluimos que:
lim f(x) = 400
x——-4
&
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2) Limites en x = —1

Por la izquierda:
Cuando x — —17, la rama situada entre —4 y —1 baja sin limite.
Por tanto:

Iim_f(x) = —o

Por la derecha:
Cuando x — —17, la rama situada entre —1 y 2 también baja sin limite.
Por tanto:

Iim f(x) = -0
x—-17

Como ambos limites laterales coinciden, concluimos que:

lim f(x) = —0

3) Limites en x = 2

Por la izquierda:
Cuando x — 27, la rama situada entre —1 y 2 baja sin limite.
Por tanto:

lim f(x) = —o0

x—2~

Por la derecha:
Cuando x — 2%, la rama de la derecha sube sin limite.
Por tanto:

lim f(x) = +o0
x—2*

Como los dos limites laterales no coinciden, el limite bilateral no existe:

lim f(x) no existe
x—2

Conclusion

Los resultados finales son:

lim f(x) = +c0
x——4-

lim f(x) =+
x——4*

lfm4f(x) = 400

x——

limr f(x) =—-o0

lim f(x) = -0
x—-1%

11’m1 f(x) =—c0

lim f(x) = -0

x—2-

lim f(x) = +o0
x—2t

lim f(x) no existe
x—2
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Observamos ademds que hay asintotas verticales en

Video de estos ejercicios

Estos ejercicios estdn resueltos también en formato video aqui:

https://www.youtube.com/watch?v=0z5DgRzhOMc
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https://www.youtube.com/watch?v=0z5DqRzhOMc

